Sesion 4

Inferencia estadistica

4.1. Planteamiento del problema

Se tiene un fenémeno aleatorio el cual queremos modelar matematicamente para hacer inferen-
cias sobre el comportamiento futuro del fenémeno estudiado.

Para dar soluciéon a este problema se supondra lo siguiente:

= El fenémeno aleatorio sigue una distribucion de probabilidad conocida salvo ciertos pardame-

tros fx (x;0) con @ := (04, ...,0,) vector de pardmetros desconocidos.

= Bajo el supuesto de que conocemos el modelo adecuado para nuestro problema, toda nuestra

tarea se centrara en estimar al vector de parametros 6

Una vez determinado el vector de pardmetros @ se tiene un modelo completamente definido y por
tanto se puede hacer cualquier tipo de inferencia distribucional de los datos.

Con el fin de dar solucién al problema de estimacion definamos lo siguiente:

Definicién 4.1.1 (Espacio parametral). Al conjunto de posibles valores que puede tomar los

pardametros de un modelo se le conoce como espacio parametral y se le denota como ©

Ejemplo 4.1.1. Supongamos que tenemos un fenomeno aleatorio que se puede modelar con una
distribucion N(1,0%) con % desconocido. Es decir la funcién de densidad de nuestra poblacién

esta dada por:

Entonces:
@:{02€R : 02>O}

Observe que si conociéramos o>

el modelo estaria completamente definido lo que nos permitiria
por ejemplo obtener P (X > 1) donde X es una observacion futura del fendmeno que estamos

modelando.
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Nuestro objetivo es entonces estimar parametros, esto lo podemos hacer de tres formas:

1. Estimacion Puntual.
2. Estimacion Intervalar.

3. Pruebas de Hipdtesis.

A continuacion se estudia a profundidad cada una de las técnicas de estimacion.

4.2. Estimacion Puntual

Dado que nuestro objetivo es estimar a los parametros, necesitaremos herramientas que nos
ayuden a obtener una buena estimacion, en estadistica nuestra principal fuente de informacion
sera una muestra de la poblacion que pretendemos modelar. En la parte tedrica supondremos que
dicha muestra aun no la hemos observado y por tanto, seran variables aleatorias. Formalmente

definiremos a una muestra aleatoria como:

Definicién 4.2.1 (Muestra Aleatoria). Supongamos que tenemos una poblacion que es modela-
da por una funcion de densidad dada por fx (x;0) con 8 un vector de pardmetros desconocidos.

Decimos que X1, ..., X, es una muestra aleatoria (denotada por m.a.) de tamano n si:

» Cada X; sigue la misma distribucion dada por la funcion de densidad fx (z;0)

» X, es independiente de X; con it # j

En inferencia clasica 0 se considera un vector de parametros fijos pero desconocidos y por lo
tanto no tiene asociada ningun tipo de distribucion de probabilidad.
Nuestro objetivo es entonces encontrar métodos eficientes que ayuden a estimar de la mejor

manera a los parametros desconocidos. Para atacar este problema se define lo siguiente:

Definicién 4.2.2 (Estadistica). Sea X7, ..., X, m.a. de cierto fenénemo aleatorio, una estadistica

es cualquier funcion de la muestra que no depende de parametros desconocidos
tl == tl (X17~--7Xn)

Ejemplo de estadisticas pueden ser:
, = ==ttt
n
to = max{Xy,..., X,}
n -\ 2
Zz‘:l (Xi — X)
n—1

ts = (Z?:l Xi Z?:l (Xl B Y)2>

t3:

n n—1



Definicién 4.2.3 (Estimador). Un estimador, es una estadistica, que esperamos cumpla con cier-

tas propiedades que ayuden a la estimacion de un vector de pardmetros desconocidos.

La notacion utilizada para identificar a un estimador de cierto vector de parametros ¢ € RP es:

é, esto de cierta forma es la abreviacién de:
0=0(X,,...,X,) = (él (Xl,...7Xn),...,§p(X1,...,Xn)>

El problema general implica estimar varios parametros, sin embargo supondremos en la mayor

parte de este curso que solo tenemos un pardmetro desconocido en cuyo caso:
0=0(Xy,...,X,) es una v.a. real

Debe de quedar claro que un estimador, al ser funcién de una muesta aleatoria, es una variable
aleatoria y por tanto debe de tener asociada una funcién de distribucién de probabilidad, luego
entonces surge de manera natural preguntarnos por algunas propiedades como su distribucién o
sus momentos.

Una de las primeras propiedades que deberiamos pedir al estimador es que al menos su contra-
dominio sea un subconjunto del espacio parametral, ya que la idea es que la distribucion de dicho
estimador esté centrada al rededor del parametro que queremos estimar.

Para saber cudl estimador es mejor que otro, es necesario conocer las propiedades de cada uno
y elegir aquél que més se adecue a nuestras necesidades. Con el objeto de conocer mejor estas
propiedades es necesario saber cuando menos cudles son sus momentos centrales y si es posible
saber qué tipo de distribucién esta siguiendo.

Podemos motivar el estudio de la distribucion de un estadistico de la siguiente manera. Sea X
una variable aleatoria que nos mide alguna caracteristica numérica de algin fenémeno aleatorio.
En muchas ocasiones nos enfrentamos al problema de no saber completamente cuél es la funcién de
distribucién de esta variable aleatoria. Supongamos que sabemos que la variable aleatoria sigue una
distribucién Fx (x; ) pero con el parametro 6 desconocido. Para obtener més informacién acerca
de la distribucion de X nosotros podemos repetir el experimento n veces de manera independiente
y definir X; la v.a. de la i-ésima repeticion del experimento. Entonces X, ..., X,, serd una muestra
aleatoria de la distribucién en estudio con la cual se pretendera estimar el valor de 6 a través de
una funcién de ella. Ahora suponga que definimos un estadistico Y = u (X3, ..., X,,) para el cual
podemos encontrar su funcién de densidad de probabilidad Gy (u) y supongamos que esta funcién
nos muestra que existe una probabilidad considerable de que Y, al realizar los experimentos, tenga
un valor cercano al parametro desconocido. Asi, una vez que el experimento ha sido repetido en n
ocasiones se obtiene una muestra observada x1,...,x, la cual al ser evaluada en la funcion de la
muestra u (x1, ..., x,) nos dard un nimero conocido al cual esperamos, bajo las condiciones arriba

expuestas, sea cercano al valor desconocido del parametro 6.



Observe que de lo anterior para saber qué tan cercano sera el valor estimado al parametro
desconocido 6, es necesario conocer la forma de la distribucion del estadistico que lo define, para

asi tener una medida de probabilidad de qué tan cercana sera nuestra estimacion.

Ejemplo 4.2.1. Supongamos que tenemos Xy, ..., X, m.a. del modelo exponencial de pardmetro
A\ desconocido, primero observemos que en este caso el espacio parametral estd dado por © = RT,
queremos definir una funcion de la muestra que nos ayude a determinar ciual de todos los valores
que estan en el espacio parametral es el mas apropiado para estimar a A. Posibles estimadores para

A pueden ser:

Algo que no puede ser llamado estimador para A\ seria :

s A (X X)) = At

i=1 X

Este ultimo caso no es estimador pues la expresion de la funcion involucra al pardametro desconocido

A.

En ocasiones es dificil y ambicioso conocer completamente la distribucion que sigue un estima-
dor por lo que a veces solo nos conformamos conociendo algunos momentos como su esperanza y
varianza.

Por ejemplo, supongamos que tenemos X, ..., X,, m.a. de una cierta distribucién F' con media

2

[ty varianza o°, supongamos ademas que g es un parametro de interés de la poblacién que estamos

estudiando, por lo que definimos el siguiente estimador:
L > Xi
M:M(Xh?Xn):—l

n

Ciertamente desconocemos la distribucion de i pues de hecho no se ha definido concretamente
el modelo F', sin embargo es posible conocer los dos primeros momentos del estimador con la

informacion que se tiene, pues:

E(7) = E(X) = %]E <ZX> =u



Observe que en la ultima igualdad utilizamos fuertemente el hecho de la independencia de las
variables aleatorias Xi, ..., X,. Debe de quedar claro entonces que no conocemos la distribucién
de f1 sin embargo el hecho de conocer los dos primeros momentos nos brinda mucha informacion
ya que ahora se sabe que en promedio i tomara valores cercanos a p y que ademas la varianza de
dicho estimador se va haciendo cada vez més pequena conforme tenemos mas muestra, esto quiere
decir que /i es un estimador que conforme tiene mas muestra ofrece mejores aproximaciones hacia
el valor desconocido . Estimadores que tienen esta propiedad son utilizados en estadistica y se

les denomina Estimadores Insesgados, los cuales se definen a continuacion.

Definicién 4.2.4 (Estimador Insesgado). Decimos que 0 es un estimador insesgado para 0 si

E(0) =6
Y cuando no pasa la 1gualdad decimos que el estimador es sesgado

Los estimadores insesgados entonces tiene la propiedad de que sus esperanza es el valor del
parametro desconocido, esto quiere decir que si repetimos muchas veces el experimento y se evalua
el estimador en cada una de las muestras que se van obteniendo, entonces en promedio el valor

que se va a obtener es precisamente el valor desconocido 6.

Observacion Importante: Un estimador es una v.a. pues es funcion de la muestra
aleatoria, sin embargo una vez observada la muestra y evaluada en la funcién
que determina el estimador se obtiene un nimero, a dicho nimero se le conoce
como estimacion. Debe entonces quedar claro la gran diferencia que hay entre

un estimador y la estimacioén.

Ejercicio 4.2.1. Conteste lo siguiente:

1. Suponga X, ..., X, m.a. de una distribucion con media j y varianza 0. Pruebe que:

~2 Z?:l (Xi B 7)2

0-1 =
n

Es un estimador sesgado para o® pero que:

A2 Z?:l (Xi _Y>2

05 =
2 n—1

si es insesgado para o2, luego suponga que observamos la siquiente muestra: X, = 2, Xy =

1,X5=4,X, =2, X5 =1, encuentre el valor estimado de 0? de ambos estimadores.



2. Sea Xy, Xs, X3, X4, X5 muestra aleatoria de tamano n = 5 de una poblacion con densidad

dada por:
fx(x;0)=—e% 6>0;, z€{0,1,2,...,}

Considere las siguientes funciones de la muestra:

h = Xi+Xo+X5+Xu+X5
0, = X1+0X,

6. — X1+ Xo+ X3+ Xy + X5
y =
5
- 2X, +3X5
0, = —

» Indique cudles funciones de la muestra pueden ser considerados estimadores para 6 y

cudles no
= [ndique cudles estimadores son insesgados y cudles sesgados.
Como ya se ha mencionado, encontrar la distribucién exacta de estimadores a veces no es facil

de obtener, sin embargo en algunas ocasiones es posible encontrar algebraicamente la distribucién

exacta del estimador (ver apéndice). Por ejemplo, basado en ciertos teoremas se puede probar que

cuando se tienen Xi, ..., X, m.a. del modelo N (u, 0?) entonces:
_ 2 "X - X 2 — 1)o2
ﬂszN(u,O—); Dz ( ) NGamma(n—l,u)
n n—1 n

El caso Normal es desde el punto de vista tedrico muy importante pues permite encontrar
distribuciones exactas de sus estimadores, sin embargo queda la pregunta abierta para el caso de
distribuciones no Normales, afortunadamente contamos con distribuciones limites que nos ayudan
a aproximar la distribucién de la media poblacional a través de la Normal. Lo anterior estd fuer-
temente sustentado en uno de los teoremas mas importantes de la probabilidad que enunciamos a

continuacion.

Teorema 4.2.1. [Teorema del Limite Central] Sea X, ..., X, m.a. de una distribucion F, (Puede

ser continua o discreta), tal que, E(X) = p y Var(X) = 0% ambos finitos. Entonces:

X = —E?:l X TEN <,u, 0_2)
n

O bien, otra forma de verlo es:




De hecho el teorema concluye que:

X—p

\/ﬁ( )”3"]\[(0,1)

Algunas observaciones importantes del T.L.C

1. Es importante tener variables aleatorias independiente e idénticamente distribuidas y que el

segundo momento exista (En series de tiempo no se aplica el T.L.C)

2. No importa de que distribucion estemos muestreando, el teorema afirma que habrd una

aproximacion hacia la normalidad de X

3. Una de las preguntas mas interesantes al momento de que vamos a aplicar el T.L.C es saber
qué n debo tener para que afirmar que tengo ya una buena aproximacién. La respuesta a esta
pregunta no es facil y se puede encontrar por medio de simulaciones sin embargo se muestra
que el tamano de muestra necesario depende de la forma de Fy sin embargo en la practica

esta ultima distribucién es desconocida.

En la teoria de estimacion el T.L.C. juega un papel interesante pues de hecho tiene la siguiente

implicacion.

Teorema 4.2.2. Sea Xi,....X,, m.a. de una poblacion Fx tal que BE(X) = p y Var(X) = o2,
suponga que se desea estimar a p por medio de la estadistica fi = X entonces, la distribucion

aproximada de este estimador estd dada por:

~ aprox o?
oo~ Hy —
n

El teorema anterior indica basicamente que si estamos interesados en estimar a la media de
un modelo, entonces el estimador dado por X es insesgado y ademaés sigue una distribuciéon apro-
ximadamente Normal, en el caso de que se obtenga la muestra del modelo Normal, entonces la

distribucién del estimador es exacta.

4.2.1. Estimadores Insesgados de Minima Varianza

En esta seccién se explica como encontrar al mejor estimador para cierto parametro descono-
cido, para responder esto primero es necesario un criterio que ayude a determinar cual estimador

es mejor que otro.

Definicién 4.2.5 (Error Cuadratico Medio). Sea X1, ..., X, una m.a. de un distribucion Fx(.;0),

con 0 un pardmetro desconocido, supongamos que tenemos 6 un estimador de 6, definimos el Error



cuadrdtico medio de 8 como :

g (3) = e((0-9))

Observe que el E.C.M. mide la discrepancia cuadratica promedio que tiene nuestro estimador

6 con respecto al verdadero valor del pardmetro . Es facil ver ademas que :

A . . 2
B.C.M.(0) = Var(8) + (E(0) - 0)
Donde (IE (é) — 9> se le conoce como el sesgo del estimador, observe ademas también que cuando

el estimador es insesgado, entonces £.C.M (é) = Var (é)

s '

Observacion Importante: El E.C.M. es una medida de qué tanto nos alejamos en promedio

del verdadero valor del parametro por lo que resulta logico escoger siempre el estimador
con menor FE.C.M., parece entonces que si queremos encontrar al mejor estimador para 6

necesitamos encontrar a 6 tal que:

E.C.M. (é) < E.C.M. <é1> i él estimador de 6

Lo anterior no es tan facil pues se puede probar que debido a que E.C.M. (é) depende de 6,

entonces se pueden encontrar dos estimadores ¢; y 6y tal que:

E.C.M. (0}) < E.C.M. (9}) si 0 € 0,

E.C.M. (9]) > E.C.M. (9}) sife o,
Donde ©y C ©y ©; C O

Ejemplo 4.2.2. Sea Xi,..., X, m.a. de una poblacion Fx tal que E(X) = pu y Var(X) = o?

finitos, supongamos que queremos estimar a p por medio de los siguientes estimadores:

=X flo = fio

=

con pg un numero conocido. Entonces:

0_2

E.C.M. () = o E.C.M.(fiz) = (1o — )’

Luego entonces si pn = pg se tiene que E.C.M (piz) = 0 y por tanto 1o seria un mejor estimador
que [11 sin embargo si p estd muy alejado de pg tal que, (po — M)Q > %2, entonces ji; es mejor

estimador que flio.



Para solucionar este inconveniente del E.C.M. lo que se hace es restringir la biisqueda del mejor
estimador entre todos los insesgados. Por lo tanto se desarrolla toda una teoria para encontrar

los estimadores insesgados de minima varianza. (Ver Apéndice)
Ejercicio 4.2.2. Responda los siguientes ejercicios:

1. Sea Xy,..., X, muestra aleatoria de tamano n de una poblacion con distribucion Fx (z) tal
que E(X;) = p y Var(X;) = 0. Pruebe que:

» Suponga p conocida, entonces S7 1= %Z (X — 1)’ es estimador insesgado para o2

» Suponga p desconocida, entonces Sz = % S (Xi — )—()2 es un estimador sesgado para

o2

» Suponga p desconocida, S5 := ﬁ >y (Xi — X’)Q es un estimador insesgado para o?.
2. Sea Xy,...,X, muestra aleatoria de tamano n de una poblacion con distribucion Fx (x) tal

que E(X;) = p y Var(X;) = 0% Sea ay ..., € R tales que Y . a; = 1. Defina el siguiente

estimador para fu:
fi= Z ;i X;
i=1

Pruebe que:

a) i es un estimador insesgado.

b) La varianza de i se minimiza cuando o; = % para toda i € {1,...,n}. (Este inciso
muestra entonces que X es el mejor estimador lineal). Cuando ocurre esto se dice que
el estimador es BLUE (Best Linear Unbised Estimator).

3. Sea X1, Xo, X3, Xy, X5 muestra aleatoria de tamano n = 5 de una poblacion con densidad

dada por:
1 .
fx(z;0) = ae’?; >0, >0

Considere las siguientes funciones de la muestra:

th = Xi+Xo+ X3+ X4+ X5
92 = X1+6X2

6. _ K1t X+ Xs+ X+ X;
, =
5
R X, +4X,
b = =2

Conteste lo siguiente:

= [ndique cudles pueden ser considerados estimadores para 6 y cudles no.



= [ndique cudles estimadores son insesgados y cudles sesgados.
= Para los estimadores sesgados, calcule su sesgo.

» Para los estimadores insesgados, indique cudl tiene menor Error Cuadrdtico Medio y

concluya cual estimador es mejor.

4. Sea Xy, Xy, X3 muestra aleatoria de tamano 3 de una poblacion con distribucion Fx (x) tal
que E(X;) = p y Var(X;) = 1. Calcular el Error Cuadrdtico Medio para los siquientes

estimadores de ji:
(3X; — 2Xs + X3)

6

Para cudles valores de i, se tiene que fis es mejor estimador que fi; ¢

= X4 ;o =

5. Sea Xy, ..., X, muestra aleatoria de un modelo N (u,0?) con p y o* desconocidos. Sabemos

que S3 := ﬁ S (Xi — X)Z es un estimador insesgado para o*. Demuestre que:

Var(S2%) =
( 3) n—1

Esto muestra entonces que cuando lim,, o, Var(S2) = 0 lo cual es una propiedad interesante
del estimador pues implica que conforme la muestra tiende a infinito, la precision es cada

vez mejor.

Basado en la teoria desarrollada se busca aquel estimador 0 que ademas de ser insesgado cumpla

con ser de minima varianza, dichos estimadores se les denomina UMVUE’s.

Definicién 4.2.6 (UMVUE). Al estimador insesgado de minima varianza se le llama UMVUE

por sus siglas en inglés Uniformly Minimum-Variance Unbiased Estimator

Resulta entonces que el objetivo se centrard en encontrar estimadores que sean UMVUES y

tedricamente existen 2 caminos para encontarlos:

1. Cota Inferior de Cramer Rao. Basicamente consiste en construir una cota inferior para
la varianza de todos los estimadores insesgados de un modelo especifico, luego, se busca un

estimador 6 tal que cumpla que su varianza es igual a dicha cota.

2. Construccion de Estimadores a través de estadisticas suficientes. Basicamente con-
siste en utilizar teoremas sobre estadisticas suficientes para construir via esperanza condicio-

nal estimadores que cumplan con ser de minima varianza.

A continuacién se trabajan brevemente estos dos caminos.



4.2.2. Cota Inferior de Cramer-Rao

Se puede probar (Ver Apéndice) que bajo ciertas condiciones de regularidad es posible encontrar

una cota inferior para la varianza de los estimadores insesgados de cierto parametro y modelo.

Teorema 4.2.3 (Cota Inferior de Cramer-Rao). Sea X7, ..., X,, m.a. de un modelo con densidad
fx(z;0) y 6 un parametro desconocido tal que 6 € ©, definimos cota inferior de Cramer-Rao para

lo estimadores insesgados de 6 como:

1 .
CICR(0) = < Var(@)
Donde 0 es un estimador insesgado arbitrario

En este caso I (6) se le conoce como Informacién de Fisher por Unidad Muestral y se define a

continuacion.

Definicién 4.2.7 (Informacién de Fisher por Unidad Muestral). Dentro del contexto anterior

definimos a Informacién de Fisher por Unidad Muestral denotada por I (0) como:
2

1(0) = Var(U;) = —IE(%LOQ (fx: (X3 9)))

Entonces si se encuentra un estimador insesgado 6* tal que Var <é*> — CICR (), entonces 0*

es UMVUE, es decir, es el mejor estimador insesgado que podemos encontrar. (Ver Apéndice)

Ejemplo 4.2.3. Sea X1,...,X, m.a. de un modelo Bernoulli de pardmetro 6 € (0,1). Entonces
sabemos que fx, (r;;0) = 6% (1 — )™ 15013 (i), por lo que:

Log (fx,(X;;0)) = xLog(0) + (1 — x)Log(1 — 0)

Asi: 62 1
€T — X
@Log (fx,(Xi;0)) = e (102

Por lo que la informacion de Fisher queda como:

10 =%(~5 - a=9p) =517

Por lo tanto, para este modelo:

CICR(9) = — 11( 5 = f (1n_ f)




Lo que concluye que cualquier estimador insesgado de 0, digamos 0 es tal que:

Var(é) > M

n
No es dificil probar con esto entonces que:

. _ "X
9* . X Zz:l 1

n

Es un UMVUE para 0 en el modelo Bernoulli(0)

Ejemplo 4.2.4. Considere Xy, ..., X, m.a. de un modelo Exponencial de pardmetro 6 € (0,00).

Entonces sabemos que fx, (x;;0) = %exp%i 1(0,00) (25).

» Suponiendo que se cumplen las condiciones de reqularidad encuentre la CICR().

Log (fXZ(XZ, 9)) = —Log(@) _Z

0

Ahora P . )
X
@Log (fx:(Xi;0)) = 25

Por lo que la informacion de Fisher queda como:

1 2z 1
[0=--5(g-%)=p

Por lo tanto, para este modelo:

» Considere 6 = X calcule E(é) P 0 es insesgado para 0¢

E(é) _ ZZL:IH]E(IZ) _ > i1t _ nb )

n n
Por lo tanto 0 es insesgado para 0

» Calcule la Var(é) y el E.C.M.(0) 4 0 es UMVUE para 67

i 00 nb? 0

n? n? n? n

Var(@) _ i Var(zi) _

Como 0 es insesgado



2

E.C.M.(6) = Var(é) _ T _ciene)

n

Por lo tanto 0 es UMVUE para 6

Ejemplo 4.2.5. Considere X1,...,X,, m.a. de de una poblacién N(u,c?) o* conocida.

1 _(@=pw?
et 02>0 weR

fX(xaM): \/W )

» Suponiendo que se cumplen las condiciones de reqularidad encuentre la CICR(u).

2
x —
Log (fx, (X)) =~ 2
Ahora
& | 1
a—/ﬂLOQ (fx, (X)) = —=

Por lo que la informacion de Fisher queda como:

Por lo tanto, para este modelo:

CICR (un) = = —

» Considere i = X calcule E(f1) s fi es insesgado para p?

E([L) _ ZznzlE(%) _ Z?:l,u _ np

= p
n n n

Por lo tanto [i es insesgado para p

» Calcule la Var(f) y el E.C.M.(ft) ¢ i es UMVUE para pu?

Var(i) > Var(x;) B S ol B no? B o?

n2

n? n
Como [i es insesgado
2

E.C.M.(3t) = Var(i) = = = CICR(u)

n
Por lo tanto i es UMV UE para i

Ejercicio 4.2.3. Resuelva lo siguiente:



1. Sea X4,...,X, m.a. de una poblacion con densidad dada por:

1
fx(x;0%) = e 32" 2> ()

vV 2mo?

a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para esta familia y verifique que:

20"
CICR(0?) = ——
n
b) Defina un estimador de o como 6% = %Z?:l X2 y demuestre que este estimador es

msesgado.

c) ¢El estimador definido en el inciso anterior es UMVUE?

2. Sea Xi,...,X, m.a. de una poblacién con densidad Binomial (k,0) k conocida.

fx (@) =P (X =2x)= (:)eﬂﬁa—e)k—x r€{0,1,2,...,k} 0 € (0,1)

a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para esta familia y verifique que:

o(1 - 0)

CICR(9) = =—

b) Defina el estimador 6 = %Y, pruebe que el estimador es insesgado.

c) Calcule la Var(é). El estimador 6 es UMVUE?

3. Sea Xy,...,X, m.a. de una poblacion con densidad Gamma (a,0) « conocida.
fx(z;0) := ! 1 e 0, re€(0,00); a>0; >0
X\, . QaF(a) ) ’ ) )

a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para esta familia y verifique que:

92

no

CICR(0) =

b) Defina el estimador 0 = 57, pruebe que el estimador es insesgado.

¢) Calcule la Var(é). El estimador 6 es UMVUE?

4. Sea Xq,..., X, m.a. de una poblacion con densidad poisson de pardametro \.

)\:E
P(X=x)="—e? 2¢€{0,1,2,...}



a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para esta familia y verifique que:

CICR(\) = %

b) Defina el estimador A= %Z?:l X, pruebe que el estimador es insesgado.

c¢) Calcule la Var(ﬂ). El estimador A es UMVUE?

5. Sea Xi,...,X, m.a. de una poblacién con densidad Normal de pardmetros p, o* (ambos

desconocidos).

a) Calcule la Cota Inferior de Cramer Rao para los estimadores de o®. Verifique que:

204

CICR(O’Q) == T

2

b) Defina un estimador de o* como 6% = S, (Xl- - 7)2 y demuestre que este esti-

1
n—1

mador es insesgado.

c) El estimador definido en el inciso anterior es UMV UE?.

4.2.3. Construccion de Estimadores de Minima Varianza

Una de las desventajas que tiene el método de Cota Inferior de Cramer Rao es que solamente
nos indica si un estimador es UMVUE o no a través del calculo de la cota y la varianza del
estimador, en ningiin momento indica cémo construir un UMVUE. Otro inconveniente es que se
puede construir ejemplos donde estimadores UMVUE cuya varianza no alcanzan la Cota Inferior
de Cramer Rao.

Existe otro camino para lograr encontrar estimadores insesgados de minima varianza, sin em-
bargo su detalle técnico implica conceptos fuera del alcance de estas notas como lo son Suficiencia,
Sufiencia Minimal y Completes de una estadistica.

Solo se mencionan los resultados mas importantes de esta teoria.

Dentro de la teoria que se requiere para la construiccion de UMVUE’s se utilizan las denomi-
nadas estadisticas completas, las cuales juegan un papel muy importante pues son la estadisti-
cas mas importantes de los modelos parametricos. Existe un teorema que nos garantiza que un
estimador insesgado que sea funcion de las estadisticas completas sera el de minima varianza. Des-
afortunadamente encontrar estadisticas completas no es nada sencillo y se requieren del desarrollo
de teoria bastante basta (Ver apéndice).

Afortunadamente existe una familia de distribuciones en la que es posible encontrar estadisticas

completas de forma sencilla.



Definicién 4.2.8 (Familia exponencial Uniparamétrica). Sea f una funcion de densidad, decimos

que fx (x;0) pertenece a la familia exponencial uniparamétrica si:
fx (2;0) = a(0)b(z) O reR

Donde, a(0),c(0) son funciones reales de 6 y no depende de x, mientras que b(x), d(x) son funciones

reales de x que no dependen de 6.

Ejemplo 4.2.6. Verifiquemos que el modelo Bernoulli pertenece a la familia exponencial.

fx(@:6) = 6°(1—6)"" 1Ly ()
(67 (1-6)' ") 10,1y

— emln(@)Jr(lfx)ln(lfH)]1{0’1}

exln(9)+ln(1—9)—xln(1—€) 1 0.1

= len(%) (]_ — 0) ]1{071}

Definiendo:

a(0) = (1-0); b(x) =T (2); depm(%); d(z) = x

Obtenemos que:

fx (x;60) = a(0)b(z) 4@
Por lo tanto la densidad Bernoulli pertenece a la familia exponencial.
Ejercicio 4.2.4. Demuestre que:

1. El modelo Poisson(\) pertenece a la familia exponencial. (Identifique adecuadamente quién
es a(\),c(\), b(x), d(z))

x

fx(ﬂrr)—IP’(X—ac)—2—6—A ze€{0,1,2,...,}

2. El modelo Binomial(k, p) pertenece a la familia exponencial, suponga para ello que el pardme-

tro k es conocido. (Identifique adecuadamente quién es a(p),c(p),b(x),d(x))

fX(a:):]P’(X:x):(];)p”(l—p)k_x re{0,1,2,...,k} p € (0,1)

3. El modelo Exponencial (\) pertenece a la familia exponencial. (Identifique adecuadamente

quién es a(A), c(N),b(x),d(x))

fx(z)=Xe™* 2 €(0,00)



4. El modelo Geometrico(p) pertenece a la familia exponencial. (Identifique adecuadamente
quién es a(p), c(p), b(z), d(x))

fx(@)=P(X =2)= (1—p)x_1p r€{l,2,3,...}

2

5. El modelo Normal (j1,0?) pertenece a la familia exponencial. Suponga o* conocida. (Identi-

fiqgue adecuadamente quién es a(p), c(p),b(x),d(x))

1
fx (z) = e 2@z e R

vV 2mo?

6. El modelo Gamma («, ) pertenece a la familia exponencial. Suponga o conocida. (Identifique
adecuadamente quién es a(f3),c(B),b(z),d(x))

fx(z) = ﬁxo‘_le_ﬁx; x € (0,00)

La familia exponencial tiene la siguiente propiedad.

Teorema 4.2.4 (Estadistica Completa para la Familia Exponencial). En la familia exponencial

uniparameétrica, la estadistica:

T(Xl,...,Xn):Xn:d(Xi)

es una estadistica completa
Las estadisticas completas son de gran utilidad por el siguiente teorema.

Teorema 4.2.5 (Teorema de Lehmann Scheffé). Sea X, ..., X, m.a. de fx (z;60) y sea T\ una
estadistica completa , supongamos que existe una funcion g tal que el estimador o = g (1) es
imsesgado, entonces 6% es el UMVUE.

A continuacién se muestran ejemplos de cémo aplicar estos teoremas en los modelos mas

comunes:

Ejemplo 4.2.7. Sabemos que cuando tenemos Xi,...,X, m.a. Bernoulli(0) entonces Ty =
o, Xi es una estadistica completa, ademds sabemos que 2%1 X g imsesgado por lo tanto se
concluye mediante el Teorema de Lehmann Scheffé que g* = % es UMVUE.

Ejemplo 4.2.8. Sea X3,...X,, m.a. del modelo Poisson ()\), se requiere el estimador UMVUE
para A. Primero se verifica que el modelo poisson pertenece a la familia exponencial.

. A* -
fx (3 A) = ae

1 1
— _ef)\Jr:rln()\) — _ef)\eln()\):v

z! z!



Por lo tanto definimos a(X) = e *;b(z) = &;¢(A) = In (X);d(x) = z, luego entonces, sabemos que

Yo, d(X;) =21 X; es una estadistica suficiente y completa para X, por lo tanto si encontramos

una funcion de Y X; que sea insesgada para A habremos encontrado el UMVUE. Como E(X;) =
iy Xi

A se concluye entonces que A = X = ==L="es un estimador insesgado funcién de una estadistica

completa y suficiente por lo tanto X=X es UMVUE.
Ejercicio 4.2.5. Responda lo siguiente:

1. Encuentra una estadistica completa para p del modelo Binomial(k,p) Suponga k conocida,

construya a partir de dicha estadistica el UMVUE para p.
2. Encuentra una estadistica completa para X del modelo Exponencial(\) dado por:

1 1
fx (3 N) = Xe’X“; x>0

Construya a partir de la estadistica completa el UMVUE para ).

2

3. Encuentra una estadistica completa para p del modelo Normal(u,o?). Suponga o* conocida,

construya a partir de dicha estadistica el UMVUE para .

Dado que en la familia exponencial uniparamétrica siempre existe una estadistica suficiente
y completa, eso implica via el proceso de Lehmanm Scheffé que siempre existira un UMVUE
para alguna transformaciéon del parametro desconocido. En efecto, como en la familia exponencial
Y or  d(X;) es completa y suficiente entonces cualquier funcién de dicha estadistica serd UMVUE
para cierta funcion de 6. Por ejemplo, consideremos h(6) = E(d (X;)) entonces w es UMVUE

para h(6), pues
. (z d(X») = EWXY)) g x,) = ho)

n n

Ejemplo 4.2.9. Consideremos el modelo Exponencial:

f(z;A) = )\e_mﬂ(g)

(0.00) A>0

Es claro que pertenece a la familia exponencial pues a(\) = A;b(z) = ]lgg?oo); c(A) = Nd(x) =z,
1

luego entonces como, E(X) = + se sigue que la estadistica:

A
Z?:l Xi

n
Es UMVUE para la cantidad %
Ejercicio 4.2.6. Considerando lo anterior responda lo siguiente:

1. Encuentra una estadistica completa para p del modelo Geometrico(p), construya a partir de
dicha estadistica el UMV UE para %.



2. Encuentra una estadistica suficiente y completa para [ del modelo Gamma(a, B). Suponga

a conocida y construya a partir de dicha estadistica el UMVUE para %

4.2.4. Construccion de Estimadores

A continuacién se decriben dos métodos para generar estimadores.

Método de Momentos

Este método se basa en el teorema de Glivenko — Cantelli el cual es conocido como el Teorema

Fundamental de la Estadistica.

Teorema 4.2.6 (Teorema Glivenko-Cantelli (1933)). Sea Xi, Xs,... una sucesion de variables
aleatorias idénticamente distribuidas con funcion de distribucion comin dada por F (x). Sea F,, (x)

la funcion de distribucion empirica formada por las primeras n variables aleatorias definida por:
1 n
i=1

La ley fuerte de los granden nimeros afirma que la v.a. F, (x) converge puntualmente y casi sequ-
ramente a F (x), sin embargo, Glivenko-Cantelli demuestra que no solo hay convergencia puntual

sino que hay una convergencia uniforme, es decir:

sup |F, (x) — F(x)] =0

El teorema indica entonces que conforme va creciendo la muestra se tiene que F), se parece
mucho a F' para toda = € R entonces, como consecuencia de esta aproximacion se puede mostrar

que:

T

. ’ . . . X,
A la cantidad E(X") se le conoce como el 7-ésimo momento poblacional mientras que ) 7 | == se
le conoce como el r-ésimo momento muestral, el teorema nos afirma entonces que los momentos

poblacional y muestral son muy parecidos cuando la muestra es grande.

Ahora supongamos que X ~ Fx (.;8) con § = (6;,...,6,) un vector de pardmetros. El método

de momentos nos dice que las siguientes igualdades son aproximadas:



]E(X) = a1 (91,...,6p)

2
g
s |8

E(X?) = a3 (6s,...,6,)

Q
™
3|3

E(X?) = a, (61, ...,0,)

Q
™
3|3

Lo cual genera un sistema de p ecuaciones con p incognitas dadas por el vector de pardmetros

0 = (61,...,0,), el cual al resolverlo obtenemos:

0 = f1(931>---,$p)

0, = fo(z1,...,7p)
Los cuales son denominados los estimadores de momentos. Considere los siguientes ejemplos:

Ejemplo 4.2.10. Sea Xi,...,X, una muestra aleatoria del modelo Bernoulli (0), entonces se
sabe que el primer momento poblacional estd dado por : E(X) = 0 luego entonces la ecuacion que

queda para encontrar el estimador es:

noXi

Luego entonces el estimador por momentos esta dado por 0 = Dot ok

Ejemplo 4.2.11. Sea X1,...,X,, m.a. del modelo U (0,0), entonces se sabe que E(X) = g luego

entonces igualando el primer momento poblacional y muestral se tiene que:
~
=1

Luego resolviendo la ecuacion se obtiene que el estimador es:

E(X) =

N D

é_zi&_zf
=1

Es facil ver que este estimador es insesgado.

Ejemplo 4.2.12. Consideremos Xy,..., X, m.a. del modelo N (u,0?), en este caso se tienen 2



parametros desconocidos por lo que se requiere generar y resolver un sistema de 2 ecuaciones con

los dos primeros momentos:

Resolviendo el sistema:

. Z?:l (Xi B 7)2

Método de Maxima Verosimilitud

La verosimilitud es una funciéon de € definida como sigue:

Definicién 4.2.9 (Verosimilitud-Muestra Observada). Sea Xi,..., X, m.a. de un modelo con
densidad fx(x;0) y 0 un parametro desconocido tal que 6 € O, definimos la funcion de verosimilitud

{:0 — R como:

n

C(O;z) = fx (@1, 20) = [ [ fx, (25:6)

i=1

Método de maxima verosimiltud busca encontrar é(xl, ..., xp) tal que maximice la funcién de
verosimilitud, la idea que hay detras de este método es buscar aquel parametro que maximice la
plausibilidad o verosimilitud de haber observado la muestra (X; = z1,...,X,, = z,,), por ejemplo

supongamos que en el modelo Bernoulli de parametro 6 observamos la siguiente muestra con n = 5
(X1=0,X=0,X3=0,X,=0,X5=0)

entonces seria inverosimil suponer que 6 = 1.
Maximizar a ¢ (6;x) como funcién de € por lo general no es facil, pues involucra el producto
de densidades por lo que, en general, se decide no maximizar directamente a la verosimilitud sino

mejor trabajar con el logaritmo de ésta debido a que el producto es transformado en suma:
L(0;2) =logl (0;2) :=1log fx (w1,...,7,) = Y _log fx, (x;;0)
i=1

Es sabido que una forma de encontrar el méximo de una funcién es derivando (No es la tnica
forma de hacerlo) por lo que muchas veces para encontrar el estimador maximo verosimil se

resuelve la siguiente ecuacion:

0



Sin embargo en el caso general, cuando tenemos k pardametros § = (6y,...,0;) el problema de
encontrar los estimadores maximo verosimiles se convierte en encontrar la solucién al siguiente

sistema de ecuaciones:

0
a—elL(Q,@ =0
0
a—QQL(Q7SU) =0
0
a—QkL(QJU) 0

Estos estimadores son muy utilizados en los modelos estadisticos mas que nada por las siguientes

propiedades:

= Son consistentes.
= Son asintéticamente eficientes.
= En general los estimadores no siempre son insesgados pero son asintéticamente insesgados.

= Los estimadores maximo verosimiles gozan la propiedad de invarianza, supongamos que
tenemos 07y pero imaginemos que estamos interesados en un estimador para alguna transfor-
macién (no necesariamente biyectiva) g (6) entonces g (0) es el estimador maximo verosimil

A

de g (0). (Por ejemplo el estimador maximo verosimil para P(X = 1) = e~ en el modelo

poisson esta dado por P (?;1) = )

= Bajo ciertas condiciones de regularidad se puede probar que:

A 1
hir <9’ o <9>)

donde I (0) es la informacién de Fisher por unidad muestral, es decir:

2

I1(0)=-FE (% log (fx (w; 9)))

= Una generalizacion de lo anterior nos dice que bajos las mismas condiciones de regu-

f (Ourv) ~ N <f ©), %;—232)

laridad se tiene que:

A continuacién se muestran tres ejemplos de cémo encontrar estimadores maximo verosimiles

en tres familias paramétricas.



Ejemplo 4.2.13. Sea X,,..., X, m.a. aleatoria del modelo N (u;c?), entonces la funcién de

verosimilitud esta dada por:

e N T
C((p,0%)52) o= fx (21, 20 (5 0%)) = H W@ 5oz i (@i—p)®

=1

Luego entonces la Log-Verosimilud es:
1
L((/'L)O'Z);g) :_glOg (271'0'2) —; E (‘Z.Z_/’L)Q

Al derivar parcialmente e igualar a cero se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

n

Z(%‘_M) =0

=1

1 n
o (z; —p)?® = 0

R

=1

Resolviendo dicho sistema de ecuaciones se obtienen los siguientes estimadores:

fvrvy = lin:Y

n i=1
~9 1 = ~\ 2
=1

Ahora consideraremos otro ejemplo que no requiere el uso de herramientas de calculo para la

maximizacion de la verosimilitud.

Ejemplo 4.2.14. Sea X,..., X, m.a. aleatoria del modelo U (0,8), entonces la funcion de vero-

simalitud esta dada por:

n

1 1
C(0;z) == fx (v1,...,20;0) = H 51(0,9) (zi) = on H Lo,0) (i)
i=1

=1

Sin embargo se sabe que:

Lo,0) (%) = 1(x(y.00) (0)

con X,y n-ésima estadistica de orden. Lo que se concluye es que entonces la verosimilitud estd

dada por:
1

0(8:2) = Zrlixgy.00 ()

Donde queda entonces ein es una funcion decreciente (Ver Figural4.2.14), por lo que el mdzimo



(%, Xiny)

Figura 4.1: Funcién de verosimilitud de £(z,0) = gz 1(x,, 00) ()

se obtiene cuando 0 = X, luego entonces:
éM\/ = X(n) = max {Xl, e ,Xn}

Con lo anterior podemos observar que siempre puede maximizarse la funciéon de verosimilitud,
es decir, siempre existen los estimadores maximo verosimiles, sin embargo, el método que debemos
utilizar dependera de la distribucion asociada. En el siguiente ejemplo veremos la aplicacién de
maximizacion por métodos numéricos. Cabe destacar que hace no muchos afnos estés técnicas no
eran llamativas debido al gran numero de célculos aritméticos involucrados. Actualmente conta-
mos con el poder computacional necesario, asi, estas técnicas llaman la atenciéon y resurgen para
solucionar estos problemas. Por lo anterior, haremos uso de herramientas computacionales con el

software estadistico R-project y utilizaremos el método numérico Newton-Raphson.
Ejemplo 4.2.15. Sea X, ..., X,, m.a. con distribucion Gamma T'(«, $) donde a > 0,8 > 0 ambos

desconocidos. Su funcion de densidad viene dada por:

a—1_—

e 7 z € (0,00)

1
A= Gara)

Nuestro objetivo es encontrar los EMV. Ahora, sabemos que:
E(X)=a8 Var(X)=ap’

Se puede probar que la Log-verosimilitud viene dada por:

Llzsa, §) = —nLog(T(@)) — naLog(8) + (o~ 1)'S Log(w) - % >



Y las ecuaciones de verosimilitud son:

9 I’ .
0= jollaia.8) = —np )~ nLog(3) + > (4.1)
G, 1 1

Despejando a [ de[{.9 tenemos que: B

T
g=" (43)

Si sustituimos [{.3 en[4.1] obtenemos:
0 = —nLog((a)) — nLog(T) + nLog(a) + Z Log(x;) (4.4)
i=1

Donde

t 1—et

vl = getog(rla) = o = [ (5 - 15 )

Se le llama la funcion digamma. Observemos pues que no es posible tener una expresion explicita

para &y de o que es raiz de[].4), pero si podemos aprozimarlo por métodos numéricos. Sea:
g() = —nLog(t(a)) — nLog(z) +nLog(cr) + ) Log(z:) (4.5)
i=1

De forma que la ecuacion es 0 = g(a). El método Newton-Raphson aproxima la raiz mediante

la siguiente sucesion:

NP (1 4 V(@) + Log(®) + Loglan1) - _Log<xi>> (46

g,(Oém_1> 11— am—1¢,<am—1)

Donde:

gl@) = —mf(0)+

A la funcion /() se le conoce como funcion trigamma. Tanto la digamma como la trigamma son
funciones que ya se encuentran implementadas en R. Su puede tomar como wvalor inicial de la

. .-, . , =2
iteracion el estimador por momentos para «. Asi cg = i—Q



###estimadores MV de una dvs—#AHHHHAHHHAH
###tribucion Gamma ambos para-#H##HAAAHHAH
### metros desconocidos HAABBRBARHA
B b g

emvalphaGamma = function(muestra){

# Calcula el e.m.v. del parametro alpha de una Gamma
m <- mean(muestra)

v <- var (muestra)

alpha0 <- 2/v # punto de inicio = estimador de los momentos
error <- 1

while(error>1E-4){

alphal <- GammaNewton(muestra,alpha0)

error <- abs(alphal-alpha0)

alphaO <- alphal

}

alphal

}

GammaNewton = function(muestra,alpha0){

# Sucesion que converge al e.m.v. del parametro alpha de la gamma

m <- mean(muestra)

mlog <- mean(log(muestra))

alphal <- alphaO *(1+(digamma(alpha0)+log(m/alpha0)-mlog)/(1-alphaO*
trigamma(alpha0)))

}

Para probar la eficiencia de este método simularemos una m.a. de tamano 50 de pardmetros
a=5ypf=2

n = 50

alpha = 5

beta = 2

sample <-rgamma(n,shape=alpha,scale=beta)

m <- mean(sample)

emvalpha <- emvalphaGamma (X)

emvbeta <- m/emvalpha

writeLines(paste('alpha =',alpha,' e.m.v.(alpha) =',round(emvalpha,digits=4)))

writeLines(paste('beta =',beta,' e.m.v.(beta) =',round(emvbeta,digits=4)))

La salida producida es:

e.m.v.(alpha) = 5.1786
e.m.v.(beta) = 1.9241

Notemos que los resultados obtenidos son estimadores muy parecidos a los pardmetros.



Es de vital importancia reconocer el hecho de que este método no es el tnico asi como tam-
poco es el mejor. Recordemos que para tener una buena estimacion necesitamos tener una buena
muestra, por lo que debe recordarse que el muestreo debe ser realizado correctamente. Por tltimo,
existe paqueteria implementada en R para estimacién maximo verosimil por métodos numéricos.

Investigue LIBRARY (MAXLIK)

Ejemplo 4.2.16. Sea Xi,..., X, m.a. con distribucion exp(\) con X > 0 y cuya funcion de
densidad dada por:

fx(z;A) = )\e”\mﬂ(om) (x)

Utilizando LIBRARY (MAXLIK) encuentre una aproximacion al estimador MV para \.
Simularemos una m.a. de tamano 10 de pardmetro X = 2 y utilizaremos la funcion MAXLIK()
utilizando el método Newton-Raphson y compararemos finalmente con la estimacion proporcionada
por el método de la sequnda derivada.

n<-10
lambda <- 2

sample<-rexp(n,lambda)

1.verosimilitud<-function(lambda){

return(sum(log(dexp(sample,lambda))))

library(maxLik)
estimation<-maxLik(l.verosimilitud,start=c(1),method="NR")

summary (estimation)

Se produce la siguiente salida:

Maximum Likelihood estimation
Newton-Raphson maximisation, 5 iterations
Return code 1: gradient close to zero
Log-Likelihood: -3.488871
1 free parameters
Estimates:

Estimate Std. error t value Pr(> t)
[1,] 1.9177 0.6063 3.163 0.00156 *x*

St comparamos contra la estimacion por el método de la seqgunda derivada tenemos que:

estimate<-1/mean(sample)
> estimate
[1] 1.917674

Tenemos que ambas estimaciones coinciden. Podemos ver en la Figuralf.2.16 que la estimacion

no dista mucho del verdadero valor del parametro X.



Muestra Exp(3.)
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Figura 4.2: Estimacién numérica Exp(\)

Ejercicio 4.2.7. 1. Sea X,...,X,, m.a. del modelo Geometrico(p)
fx(@)=P(X=2)=(1-p) " 'p ze{l,2,3,..}
Encuentre el estimador de momentos y el de mazrima verosimilitud y responda lo siguiente:

a) sLos estimadores encontrados son insesgados?

b) Simule una m.a. de tamano 50 y realice un histograma incluyendo la funcion de densidad

asociada al tipo de pardmetros estimados y la densidad del parametro verdadero.
2. Sea Xi,...,X, m.a. del modelo Exponencial(\)
fx(z) =X € (0,00)

Encuentre el estimador de momentos y el de mdzima verosimilitud para X y responda lo
siguiente:
a) sLos estimadores encontrados son insesgados?

b) Simule una m.a. de tamarno 100 y obtenga el valor de la estimacion del pardmetro At

ademas Ay por método de la sequnda derivada y método numérico.

¢) Realice un histograma incluyendo la funcion de densidad asociada al tipo de pardmetros

estimados y la densidad del parametro verdadero.

3. Sea Xy,...,X, m.a. de una poblacion con funcion de densidad dada por:

Fela:0) = %(9 —2)ze 0,0



a) Aplica el método de momentos para encontrar un estimador para 6. (Denotemos a dicho

estimador como ;).
b) Demuestre que Opr es imsesgado.
c) Encuentre el Error Cuadrdtico Medio de Onr .

d) Simule una m.a. de tamano 40 y realice un histograma incluyendo la funcion de densidad
asociada al tipo de pardmetro estimado por el inciso anterior y la densidad del parametro

verdadero.

4. Sea Xi,...,X, m.a. de una poblacion con densidad dada por:

=

zo~l 2 e0,1] 6>0

|~

fx(x;0) =

s Demuestre que la densidad pertenece a la familia exponencial.
» Demuestre que Y., Log(X;) es una estadistica completa para 6.

» Aplica el método de momentos para encontrar un estimador para 0. (Denotemos a dicho

estimador como 0y ).
» ;0 es insesgado?

» Aplica el método de mdzrima verosimilitud para encontrar un estimador para 6. (Deno-

temos a dicho estimador como éMV).
= Demuestre que Oy es insesgado.
n De los estimadores calcule el Error Cuadrdtico Medio.
» ;El estimador Orry es UMVUE? (Justifique su respuesta)

» Simule una m.a. de tamano 30 y realice un histograma incluyendo la funcion de densidad
asociada al tipo de pardmetros estimados por los incisos anteriores y la del verdadero

pardmetro. Visualmente hablando scudl estimador es mejor?

En general sabemos que una de las ventajas de este tipo de estimadores es que tiene una

distribucién asintética normal (Ver Apéndice).

~ aproxr 1
Dy " N<9’ n[(@))

Esto también se puede generalizar al caso de varios parametros pero esta fuera del alcance de este
curso. A continuacién algunos ejemplos de la distribucién asintética de los estimadores maximos

verosimiles.

Ejemplo 4.2.17. Algunas distribuciones de la familia exponencial:



» En el modelo Bernoulli (0):

~ — 1 ~ ~> aprox ]-_
Oy =X; 1(0) = 1= bOyy =X "% N<9;u>

» En el modelo Poisson (\):

~ — 1 o — aprox A
vy = X; I()\):—,:>)\MV:X e N(A,—)
A n
» En el modelo Exponencial (\):
Sarv = = T(0) = —;= A A P
MV — yv - 22’ MV — 7 )

Veamos un ejemplo con R.

Ejemplo 4.2.18. Sea X1, ..., X,, m.a. del modelo Exp(\) con X > 0. Simularemos 10000 muestras
de tamano 1000 y A = 2. Verificaremos pues la distribucion asintotica de Ay
A cada una de estas muestras se hard la estimacion MV para \ y posteriormente su histograma

anadiendo la distribucion asintotica normal.

lambda <- 2

n <- 1000

nSim <- 10000

est.mv <- rep(0,nSim)

for(i in 1:nSim){
sample<-rexp(n,lambda)

est.mv[i]<-1/mean(sample)

}

library(lattice)

hist(est.mv,breaks=30,freq=FALSE,main=expression("Distribucion asintotica de " +
(hat(lambda) [MV] )),xlab="Clases",ylab="Densidad")

curve (dnorm(x,lambda,sqrt(lambda~2/n)) ,add=TRUE, col=2)

legend ("topright",expression(N (2,frac(2°2,n)) ),fill ="red",ncol=1,cex=1, bty="n"

De la Figura es claro ver que la distribucidn asintdtica es normal a medida que se

incrementa el tamano de muestra.



Distribucién asintética de (iMV)
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Figura 4.3: Distribucion Asintética de Ay del modelo Exp()\)

Observacién: Recuerde que para que funcione la aproximacion se deben de cumplir las
condiciones de regularidad, por ejemplo en el caso del modelo U (0, 0) el soporte de la den-
sidad depende del parametro desconocido, por lo tanto no se cumple las condiciones y es

incorrecto afirmar que

A aprox 1
b =X ™" N (075

A continuacién un ejemplo de invarianza.

Ejemplo 4.2.19. Consideremos X, ..., X,, m.a. del modelo Poisson (), sabemos que Ay = X,
sin embargo consideremos que estamos interesados en estimar P (X = 0) = e~*. Observemos que

e~ es una transformacion biyectiva, entonces:

Ademas por las propiedades asintdticas sabemos que:

, X aprox )\6_2>\
P(X =0)y, =¢" "~ (6)‘, )
A% n
Ejercicio 4.2.8. Resuelva los siguientes ejercicios:

1. Considere una m.a. de tamano n Uniforme (0,0) Encuentre los estimadores MV para la

media y la varianza.

2. Considere una m.a. de tamano n Bin (1,0) sabiendo que X es un estimador completo para
0 encuentre el UMV UE para:

a) 30



b) 30 — 1

c) Encuentre el estimador MV para 6 y 6(1 — 6)

3. Considere una m.a. de tamano n, estimar el parametro 0 por el método de momentos. La

funcion de densidad es la siguiente:

f(x;0) = # lo<z<o (4.7)

Verifique si el estimador es insesgado.

4. Sea Xi,..., X, una m.a. con densidad comun
fa;0) =e @0 lypene —o00< <00 (4.8)
= Fncuentre el estimador de MV de 0

s Encuentre el estimador por momentos de 0

5. Sea Xy, ..., X,, una m.a. con densidad comun
f(2;0) = 0272 lpepese 0<0 < o0 (4.9)

Encuentre el estimador MV para 0

6. Sea X1, ..., X, una m.a. con densidad comin N(u,oc?). Encuentre el UMVUE para

a) 6u+ 4o?

b) u? — 502

7. Sea v el verdadero valor del cociente intelectual de cierto estudiante. Para medir su C.1.
realiza un test y se sabe que las puntuaciones obtenidas se distribuye normalmente, con
media iy desviacion estandar 5. El estudiante realiza el test y alcanza la puntuacion 130. 4
Cudl es el estimador MV de j1?



4.3. Intervalos de Confianza

4.3.1. Introducciéon

El objetivo principal para construir un intervalo de confianza es encontrar dos estadisticas
L(X) y U(X) tales que:
P(L(X) <0< UX)=1-a

Donde a toma valores pequenos (0.01,0.05,0.1).

Debe observarse que el limite inferior y superior al ser funcién de variables aleatorias entonces
también son aleatorios, luego entonces debido a que € es considerado un parametro fijo, la interpre-
tacion que debemos dar a la expresién anterior es la probabilidad de que el intervalo cubra

al parametro desconocido ¢

Figura 4.4: Intervalo de confianza

Por otro lado, una vez observada la muestra y dado que ya no tenemos variables aleatorias,
entonces al intervalo generado por las estadisticas evaluadas en la muestra observada se le conoce
como intervalo al (1 — «) x 100 % de confianza para . En la Figura podemos observar una
representacion grafica de un intervalo de confianza suponiendo una distribucién simétrica.

Cabe destacar que los intervalos de confianza no son intervalos de probabilidad, estés tltimos estan
fuera del alcance de este curso. Para informacion mas detallada consulte bibliografia relacionada
con Estadistica Bayesiana.

A continuacién describimos el método tradicional para encontrar los estadisticos L(X) y U(X)

que dan origen a un intervalo de confianza.

Definicién 4.3.1 (Cantidad Pivotal para ). Una cantidad pivotal es una funcion de la muestra
X1,..., X, cuya regla de correspondencia debe de involucrar a 6 pero que su funcion de distribucion

no dependa de pardmetros desconocidos.



Observacion: Sabiendo esto es claro que pueden existir muchos intervalos de confianza para
un mismo parametro, intervalos que cumplen con la propiedad deseada de cubrir al parametro
desconocido con una probabilidad 1—a, surge entonces la pregunta de saber con cuél intervalo
quedarnos. La respuesta légica es escoger aquel intervalo de longitud minima. En general
los intervalos 6ptimos estaran en funcion de estadisticas con propiedades importantes como

suficiencia y completes. Ver apéndice.

4.3.2. Intervalos de confianza: Caso Normal

La distribuciéon normal es considerada como la mas fascinante de la teoria probabilistica y
definitivamente en estadistica debido a sus caracteristicas de forma y localizacién. Es por ello que

nos centraremos en estudiar esta distribucién con mayor detalle.

2

Intervalo para la media u, 0° conocida

Supongamos que tenemos X7, ..., X,, m.a. del una poblacién con distribucién N (i, 0?) y ana-

licemos el caso en donde o2 es conocida. Entonces definamos:

X —p
() es entonces una cantidad pivotal para u de donde afirmamos también que:
X —
P (Z(a/2) <vn (TM) < Z(l—a/2>> =1l-a

Donde Z (4 /2) ¥ Z(1-a/2) como siempre, representan los cuantiles (1—ca/2) de una distribucién normal
estandar (Figura . Ahora, por propiedades de simetria tenemos que Z,/2) = —Z(1—a/2)-



Distribucion normal estandar

Figura 4.5: Distribucién de la cantidad pivotal @ para el I.C. de u. Caso: N(u,0?) con o2 conocida

Asi, sustituyendo y llevando a cabo un despeje del parametro desconocido p obtenemos la
siguiente expresion:

7~

Intervalo de confianza para p

— o) — g
P(X - —=Zgap Su<X+—=Zg am ) =1- 4.10
( Jnlamap SpS X+ oma /2>> a (4.10)

Cuya longitud es:

o

7
N

Ejemplo 4.3.1. Se ha obtenido una muestra de 25 alumnos del Posgrado para estimar la califi-
cacion media de los estudiantes. Se sabe que las calificaciones siguen una distribucion normal con

desviacion estandar 2.01. Si la media estimada fue de 4.9, calcule el intervalo de confianza para la
calificacion media al 90 % y 99 %.

Generamos el siguiente codigo

= 2

norm.interval = function(n,media,var,alpha)
{
z = qnorm(l - alpha/2)
EE = sqrt(var/n)

c(media - z * EE, media + z * EE)

}



Produciendo la siguiente salida:

round (norm.interval (25,4.9,2.01°2,0.1),2)
[1] 4.24 5.56

>

> round(norm.interval(25,4.9,2.01°2,0.01),2)
[1] 3.86 5.94

A continuacién haremos un breve paréntesis sobre el tamano de muestra necesario para ha-
cer una estimacién con cierto error haciendo uso de la teoria desarrollada en la construccién de
intervalos de confianza y con el modelo propuesto.

Tamano de muestra
Vimos entonces que la mejor intervalo es el proporcionado en la ecuacién (4.10]) , imaginemos

ahora que queremos construir un intervalo de longitud 2d y con una confianza de 1 — « (Figura

. A d se le conoce como la precision.

2

Figura 4.6: Precision del 1.C. de u. Caso: N(u,c?) con o2 conocida

Surge de manera natural la pregunta de saber cudl deberd ser el tamano de muestra necesario

para cumplir este objetivo. La respuesta se obtiene despejando entonces a n de la siguiente igualdad:

2r72
2_\/ﬁZ(1—a/2) — 2d j n —= — d2

Ahora notemos lo siguiente: si %Z(l,a /2) = d entonces por 1’ obtenemos que:
P(Y—dSMSY—i—d) :1—042>IP>(|7—M| §d) =1—-«

Luego entonces, esto nos dice que hemos encontrado el tamano de muestra necesario para que el

estimador [t = X tenga un error menor a d unidades con una probabilidad de 1 — .



Ejemplo 4.3.2. Supongamos que queremos inferir la estatura promedio de un mexicano mayor de
18 anos. Para resolver este problema asumiremos la hipotesis distribucionales de que la estatura de
los mexicanos adultos se pueden modelar por medio del modelo normal. Supongamos ademds para
fines prdcticos que conocemos la desviacion estandar del modelo o = 10. 5 Qué tamano de muestra
se requiere para poder estimar | si se desea tener un error menor a 1 cm con una confianza del
95 %%. La respuesta segin la teoria desarrollada nos dice que la n requerida es:

2 2
n = w — 384.16

Debido a que el tamano de muestra solo toma valores enteros, entonces tomamos n = 385. Lo
que nos afirma entonces que debemos tener una muestra de ese tamano para que nuestro intervalo
de confianza tenga una longitud de 2cm, lo que se traduce en un error menor a lcm en nuestra

estimacion con una confianza del 95 %

Intervalo para la media y, 0> desconocida
Cuando o2 es desconocida entonces la expresion:

Jn (?) ~ N (0,1)

2 es desconocida y recordemos que la tnica canti-

Deja de ser cantidad pivotal para pu, pues o
dad desconocida debe de ser u, por lo tanto debemos de buscar alguna otra cantidad, para ello

recordemos que:

Z?:l (Xi — X)2

2
o2 ™ X(n-1)

Ademas recordemos que si Z ~ N (0,1) y Y ~ X%nfl) (independientes) entonces

A

~ t(n—l) T student
Y

n—1

Por lo tanto concluimos que: (Obs: Recordar la independencia entre X y S?)

X —
_\/ﬁ< - )Nt(n_n
o

v ()

E?:l(xi*Y)Q
2

o

(n—1)

iz (X,-—Y)2
(n—1)

Donde 62 :=

L.

, la cual ya puede ser considerada cantidad pivotal (Figura|4.3.9) para




Distribucién t (,_1

Figura 4.7: Distribucién de la cantidad pivotal para el I.C. de p. Caso: N(u, 0?) con 0% desconocida

Entonces nuestro intervalo de confianza después de llevar a cabo el despeje estaria dado por:

P(Y—%tt”{f_u <X+ % i “/2) =1-a

Donde té;_al/f es el cuantil 1 — «/2 de una distribucién ¢-student con n — 1 grados de libertad.

Ejemplo 4.3.3. Se ha obtenido una muestra de 15 vendedores de sequros para estimar el valor
medio de las ventas de los agentes de la compania. Se presume que la distribucion de las ventas
sigue una distribucion normal. Se ha estimado que la media y la varianza son 5 y 4 respectivamente.
Calcule el intervalo de confianza al 95 % y 97 % para la venta media utilizando R-project
Tenemos el siguiente codigo:

interval = function(n,media,var,alpha)
{
= qt(1 - alpha/2,n-1)
EE = sqrt(var/n)
c(media - t * EE, media + t * EE)

Produciendo la siguiente salida:

>

> round(interval(15,5,4,0.1),2)
[1] 4.09 5.91

>

> round(interval(15,5,4,0.03),2)
[1] 3.75 6.25



Intervalo para o2, i conocida

Suponiendo u conocida, consideremos la siguiente cantidad pivotal.

2
i (X — ) ~ 2
; o? "
=1

La anterior es claro que cumple las condiciones de ser llamada cantidad pivotal pues recordemos

que p es conocida, luego entonces considerando a y b dos cantidades tales que:

1P><a§zn:(X"a+“)2§b):1—a (4.11)

Al despejar a 02 de esta expresion se obtiene el siguiente intervalo de confianza:

P(ng#gi@):pa (4.12)

=1

Donde a y b se escogen de tal manera que se cumpla la ecuacion y que se obtenga la longitud
minima en la ecuacion .Este problema desafortunadamente no arroja una solucién algebraica
para a y b por lo que su solucién se obtiene por métodos nimericos. Algunos libros por facilidad
optan por definir:

2(a/2)

@ =2 2(1—a/2)

y b=x;

Quedando el intervalo de confianza como sigue:

" (X - )’ s = (X — p)?
P (Z X2(17a/2) <o0°< Z 2(a/2) =l-a
i1

i=1 Xn Xn

_2|£f2| _2|1—|1f2|
Lin) Lin)

Figura 4.8: Distribucién de la cantidad pivotal para el I.C. de 0. Caso: N(u,0?) con u conocida



Sin embargo debe de quedar claro que este intervalo (Figura no necesariamente genera

al 6ptimo (de longitud menor) sin embargo es el més préctico para fines didacticos.

Ejemplo 4.3.4. Un fabricante de fibras sintéticas desea estimar la varianza de la tension de
ruptura de una fibra. Se disena un experimento en el que se observan las tensiones medias de
ruptura, en libras, de 16 hilos del proceso, seleccionados aleatoriamente. Las tensiones son 20.8,
20.6, 21.0, 19.9, 20.2, 19.6, 19.8, 20.9, 21.1, 20.4, 20.6, 19.7, 19.6, 20.3 y 20.7. Suponga que la
tension de ruptura de una fibra se encuentra modelada por una distribucion normal con media de
20.3 Construya un intervalo de confianza estimado del 98 % para el valor real de la varianza de
tension de ruptura de la fibra utilizando R.

interval = function(datos,media,alpha)

{

V = sum((datos-media)~2)
c(V/qchisq(1-alpha/2,length(datos)),V/qchisq(alpha/2,length(datos)))

}

Que produce la siguiente salida:

> datos<-c(20.8,20.6, 21.0,19.9,20.2,19.6,19.8,20.9,21.1,20.4,20.6,19.7,19.6,20.3,20.7)
>

> round(interval(datos,20.3,0.02),2)
[1] 0.13 0.74

Intervalo para o?, u desconocida

Si ahora suponemos & desconocida simplemente procederemos a estimar a p por medio de X
y sustituyendolo en la cantidad pivotal anterior , de esta manera se obtiene la siguiente cantidad

pivotal:
S(X-X)
i=1

Y de forma andloga el intervalo de confianza queda como:

P(i@g#gi(&;ﬁ):pa (4.13)

i=1 i=1 a
Donde nuevamente a y b son cantidades que hacen que cumpla la confianza y se tenga la cobertura
minima, y como en el punto anterior, a veces a y b son calculados como los siguientes cuantiles
para fines practicos :

2(a/2 2(1—a/2



Ejemplo 4.3.5. Considere el ejemplo anterior y suponga que desconoce la media de ruptura de
la fibra. Calcule el intervalo de confianza para la varianza al 98 % utilizando R. ;Qué nota con
respecto al intervalo anterior? Justifique su respuesta.

Tenemos el siguiente codigo:

interval = function(datos,alpha)

{

V = sum((datos-mean(datos))"2)
c(V/qchisq(1-alpha/2,length(datos)-1),V/qchisq(alpha/2,length(datos)-1))

Que produce la siguiente salida:

> datos<-c(20.8,20.6, 21.0,19.9,20.2,19.6,19.8,20.9,21.1,20.4,20.6,19.7,19.6,20.3,20.7)
>

> round(interval(datos,0.02),2)

[1] 0.13 0.82

Observemos que el intervalo de confianza ha incrementado su longitud aunque tienen el mismo
nivel de confianza, esto se debe al hecho de hacer tanto la estimacion de la varianza como la de la

media por lo que perdemos un grado de libertad en la distribucion de la cantidad pivotal.

A continuacion construiremos intervalos de confianza para la diferencia de medias en 2 pobla-
ciones Normales, este un punto muy importante ya que a través de estos intervalos se concluyen
diferencias de medias significativas que muchas veces son utilizadas para identificar la eficacia de

tratamientos.

Intervalo para la diferencia de Medias en 2 dos poblaciones. Caso 1: Varianzas cono-

cidas

Supongamos que tenemos Xi,...,X,, y Yi,...,Y,, dos muestras aleatorias independientes

2
Yy

son conocidas. Nuestro objetivo es lograr construir un intervalo de confianza

entre s{ de dos poblaciones normales N (p,.,02), N (p,y, o ) respectivamente. Ademas supongamos

2
Y

para la diferencia de medias (y, — ). Para ello primero buscaremos una cantidad pivotal de la

que tanto o2 como o

siguiente manera, sabemos que por ser v.a. normales que:

J— 02 — 02
X~N<ux,n—j) y YNN(uy,n—Z)



Ademas por la independencia del muestreo entre las dos poblaciones se tiene que X es independiente

de Y por lo que es facil ver que:

(X —Y) = (pa — 11y)
m

~ N (0,1)

Lo anterior ya es una cantidad pivotal la diferencia de medias (p, — j1,), pues recordemos que
estamos suponiendo que tanto o2 como 05 son conocidas no necesariamente iguales. Luego entonces

de esta cantidad pivotal obtenemos el siguiente intervalo:

o o2 o [
Pl(X=Y) |24 2 Ziap Spta—py < (X =Y) 4| 24+ 221 ap | =1-a
ny N9 n U

Donde denotamos a Z;_,/2 como el cuantil 1 — « /2 de la distribucién Normal Estédndar.

Ejemplo 4.3.6. Se observa la eficiencia de dos departamentos asigndndole a cada uno de ellos

diez tareas y midiendo su rendimiento en ellas. Los resultados estdn a continuacion:

Departamento 1 | 0.6 | 1.2 | 0.9 | 1.9 2.0 0.6 | 0.9 | 2.0| 0.8 | 1
Departamento 2| 0.4 | 1.3 | 1.1 2.1 19|05 1.1|1.7|08]| 1.1

Suponiendo las puntuaciones como variables normales e independientres entre si.

Considere 02 = 05 = 0.32 calcule el intervalo de confianza del 90 % para la diferencia media de

> =

eficiencia.
Tenemos el siguiente codigo:

interval = function(datosx,datosy,varx,vary,alpha)

{

Est = mean(datosx)-mean(datosy)

EE = sqrt((varx/length(datosx))+(vary/length(datosy)))*gnorm(l-alpha/2)
c(Est-EE,Est+EE)
t
Que produce la siguiente salida:
> datosx<-c(.6,1.2,.9,1.9,2,.6,.9,2,.8,1)
> datosy<-c(.4,1.3,1.1,2.1,1.9,.5,1.1,1.7,.8,1.1)
>
> round(interval(datosx,datosy,0.32,0.32,0.1),4)

[1] -0.4261 0.4061



Intervalo para la diferencia de Medias en 2 dos poblaciones; Caso 2: Varianzas desco-

nocidas pero iguales

2

7 = 0 se obtiene que:

Bajo el mismo contexto anterior pero asumiendo que o2 = o

(X =Y) = (p — 11y)

: ~ N (0,1)
o2 4 o2
ni n2

Sin embargo al ser 02 desconocida, la expresién anterior no puede ser considerada una cantidad
pivotal para la diferencia de medias j, — p,, la forma en como atacaremos este problema es la
siguiente, primero notemos que tenemos muestra de dos poblaciones normales, entonces:
ni ~ no X/
Z(Xi—X) 2 Z(YZ-—Y)

2
-~ o ™ X = 7 Xnam

Entonces por independencia entre ambas muestras podemos concluir que:

L -X) & (Yi-Y) Y (X -X) e, (MY
$SEX) 0T (- ),

: o2 : o2 o
=1 =1

Tenemos entonces una cantidad con distribucién N (0,1) y otra con distribucién x?, suponiendo

independencia entre estas dos cantidades se concluye que:

(X-Y) ~ (o — uy)/ \/z;;u (X —X) +%0 (Vi -Y)°

o /nLl_F’I’LQ 0'2(TL1+TL2—2)

Definiendo 6]2, como:

~1

ni+ng—2

~

S -X) N (YY) (= 162+ (na — 1)67

n1+n2—2 n1—|—n2—2

2
p

Obtemos que:




Lo anterior ya es una cantidad pivotal la cual obtiene el siguiente intervalo de confianza para la
diferencia de medias:

- = . /1 I (-a/2) - .~ /1 L (1-a/2)
P ((X - Y) —Op n_l + n_gt(”ﬁ"?”) < g — fy < (X - Y) + 0p n—l + n—Zt(n1+n272) =1—«

Ejemplo 4.3.7. Continuando con el Ejemplo Supongamos ahora que desconocemos las va-
rianzas pero hay evidencia que nos dice que son iguales. Calcule el intervalo de confianza para la
diferencia de medias al 90 %. Asi, tenemos el siguiente cddigo:

interval = function(datosx,datosy,alpha)

{

Est = mean(datosx)-mean(datosy)

nl =length(datosx)

n2 =length(datosy)

varp= ((n1-1)*var(datosx)+(n2-1)*var(datosy))/(n1+n2-2)
EE = varp*sqrt((1/n1)+(1/n2))*qt(1-alpha/2,n1+n2-2)
c(Est-EE,Est+EE)

>

> round(interval (datosx,datosy,0.1),4)
[1] -0.4483 0.4283

Intervalo para la diferencia de Medias en 2 dos poblaciones; Caso 3: Varianzas desco-

nocidas y no iguales

Este quizas sea el caso mas comun al que nos estaremos enfrentando, pero desafortunadamente
no existe una cantidad pivotal que se pueda utilizar, por lo general para atacar este problema se

utilizan los estimadores de o2 de cada poblacién y se obtiene la siguiente cantidad pivotal:

(X =Y) — (o — 14) aprow

~ 1,
~9 &
Iz Y
ni + no

Donde:
() @)
N ~92 Iz Zy
D m) A\
ny Mo n1—1 ng—l




Luego entonces un intervalo de confianza aproximado viene dado por:

- — a 62 G2 - = o 62 02
Pl(X=V) =t [ 2 <=y < (X =Y) 1 [+ 2| =1-a
n Ny ny No

Ejemplo 4.3.8. Continuando con el Ejemplo[].3.0 supongamos que tenemos total desconocimiento
de los pardmetros pero estamos interesados en calcular el intervalo de confianza para la diferencia
de medias con un nivel de significancia del 90 %. Utilice R.

Tenemos el siguiente codigo:

interval = function(datosx,datosy,alpha)

{

Est

mean (datosx)-mean(datosy)

ni length(datosx)

n2 = length(datosy)

El = (var(datosx)/nl)+(var(datosy)/n2)

E2 = (((var(datosx)/n1)~2)/(n1-1))+(((var(datosy)/n2)"2)/(n2-1))
v = (E1°2)/E2

c(Est-sqrt (E1)*qt (1-alpha/2,v) ,Est+sqrt (E1) *qt (1-alpha/2,v))

Que produce la siguiente salida:

>

> round(interval (datosx,datosy,0.1),4)
[1] -0.4483 0.4283

Hacer intervalos de confianza para la diferencia se puede utilizar como sigue, imaginemos que
tenemos 2 poblaciones y queremos ver si i, > p, a través una muestra de cada poblacién, una
forma de probarlo es construir un intervalo de confianza para la diferencia, luego entonces, si
el nimero 0 se encuentra dentro del intervalo se dice que no hay diferencia significativa, pero
si resulta que el 0 esta a la izquierda del intervalo entonces 0 < (i, — p,) lo que concluye que

estadisticamente i, > 1.

Ejemplo 4.3.9. Del Ejemplo tenemos que el IC' al 90 % estd dado por (—0.4483,0.4283)
Observemos que este intervalo cubre al cero, por lo que tenemos que las medias de eficiencia de los

dos departamentos son estadisticamente iguales.

Supongamos ahora que estamos interesados en verificar la igualdad entre las varianzas de dos

poblaciones, para atacar este problema se acostumbra construir intervalos para el cociente de



varianzas, luego entonces si el 1 se encuentra en dicho intervalo se dice que no hay diferencia
significativa en cuanto a variabilidad. A continuacién se exponen las cantidades pivotales para

generar los intervalos asociados a los distintos casos.

Intervalo de confianza para el cociente de varianzas. Caso 1: Medias Conocidas

Si las medias son conocidas sabemos que :

ni 2 ng 2
(Xi - ﬂx) 2 (Y; — ) 2
Z 2 T Xm) Y Z T~ Xina)

g g
=1 x =1 Y

Por la independencia de los muestreos se tiene que al hacer el cociente de las y2* se tiene que:
(Y — py)

z; o2 n2y Z ~ Fram

1=

Por lo tanto

2
2 ne  (Yi—py)
0, Zi:l ng F
~ nz,ni

Zm (Xi—p)?
i=1" m

F”2”1

||1,-’2| |1|—1,|’2|
nzny

Figura 4.9: Distribucién de la cantidad pivotal para el I.C. de cociente de varianzas. Caso: Medias

Conocidas

La cual ya es una cantidad pivotal para el cociente de varianzas <Z—§>, luego eligiendo a y b
Yy

dos ntimero reales tales que:

2 n2 (Yiﬁuy)Q

2
J?J



Se obtiene el siguiente intervalo:

P bl =1—«

n1 (Xi—pa)’ 9 ni (Xi—pa)®

S Yi—my)? ~ — \ 02 ) — y (Yi—py)®
i=1" ng Y =1 ny

Sin embargo la obtencién de a y b se hace por medio de métodos numéricos para obtener el intervalo

éptimo (de menor longitud), sin embargo en la literatura se acostumbra hacer:

a = Fa/2 h— Fl—a/2

nog,n1 n2,ni

Donde F7 |, es el cuantiil a de la distribucion F' con no,n; grados de libertad.

;11

Ejemplo 4.3.10. Continuando con el Ejemplo supongamos que sabemos que la media de
eficiencia del departamento 1 es 1.7 mientras que la del departamento 2 es 1.75 Con un nivel de
significancia del 90 % calcule el intervalo de confianza para el cociente de medias ; Es razonable
considerar que las varianzas son iquales? Justifigue su respuesta. Utilice R.

Tenemos el siguiente codigo:

interval = function(datosx,medx,datosy,medy,alpha)

{
nl = length(datosx)
n2 = length(datosy)
Est = sum((datosx-medx)"2)/sum((datosy-medy) "2)*(n2/n1)
c(Est*qf (alpha/2,n2,n1) ,Est*qf (1-alpha/2,n2,n1))
}

Que produce la siguiente salida:

round (interval (datosx,1.7,datosy,1.75,0.1),4)
[1] 0.3110 2.7588

Notemos que el 1.C. al 90 % para el cociente de varianzas cubre al uno, por lo que estadistica-

mente se dice que las varianzas de ambos departamentos son iguales.

4.3.3. Intervalo de Confianza para poblaciones no Normales

Hasta ahora fuimos capaces de encontrar cantidades pivotales para los parametros de una

distribucién normal, sin embargo muchas veces nos enfrentaremos al problema de querer encontrar



intervalos de confianza en familias distintas a la normal, pero atin, a veces estaremos interesados en
construir intervalos de confianza para funciones de cierto parametro. Hemos visto que la clave para
encontrar el intervalo de confianza se centra en poder localizar una cantidad pivotal adecuada, sin
embargo en muchas ocasiones esto es una tarea dificil mas que nada debido no hay una metodologia

para encontrarlos.

Ejemplo 4.3.11. Supongamos que tenemos Xi,..., X, una m.a. de una poblacion U (0,0) se

puede probar que:
X

T:
0

Es una cantidad pivotal y por tanto:

Xn Xn
61*&/2 501/2

Es un intervalo de confianza al (1 — ) 100 % para 0, donde &, es el cuantil a de la distribucion

asociada a T = % Con funcion de densidad dada por:
fr(t) =nt""1p1 n>1
Ejemplo 4.3.12. Supongamos que tenemos Xi,..., X, m.a. de una poblacion Exp(X), entonces

se puede probar que:
Ty =\ <Z Xi) ~ Gamma (n, 1)
i=1

Es cantidad pivotal y por tanto:

. ¢ . ¢
IP’(—ZZ:l iy < 2im X ) ~1-a
§1fa/2 Sa/2

Es un intervalo de confianza al (1 — «)100% para X, donde &, es el cuantil o de la distribucion

asociada a Ty ~ Gamma (n, 1).

Existe un método general para encontrar cantidades pivotales, sin embargo debido a su com-
plejidad en ocasiones sera dificil llevar a cabo el despeje del parametro desconocido. El método se

basa en el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1. Sea Xi,..., X, m.a. de una poblacion con funcién de distribucion Fx (z;0),

(continua) con 6 un pardmetro desconocido. Entonces:
0 = - Zlog (Fx (X;;0)) ~ Gamma (n, 1)
i=1

Q2 = — Zn:log (1 — Fx (X;;0)) ~ Gamma (n, 1)

=1



Entonces Q)1 y Q2 son ambas cantidad pivotales para 0

Para ver la prueba formal consulte el Apéndice.

Cuando no podemos encontrar una cantidad pivotal adecuada, muchas veces debemos de re-
currir a resultados asintéticos como el Teorema del Limite Central (4.2.1) o bien recordar

la propiedad distribucional asintética con la que cuentan los estimadores méaximo verosimiles
A aprox 1
0MV ~ N (97 m)

Por ejemplo, gracias al TLC' (4.2.1) podemos construir intervalos de confianza para la media

@ de cualquier distribucién Fy(x) con segundo momento finito de la siguiente manera:

» Sabemos que bajo las condiciones del T'LC (4.2.1) podemos afirmar que :

- aprox 2 7_ aprox
X< (u%>;»\/ﬁ( “) WUN(0,1)

g

2

= Si suponemos ¢“ conocida la tultima expresién puede utilizarse como cantidad pivotal y

afirmar que:

g aprozx

— o —
P(X — —Z1am <pu<X Zi1—a o —
( Jn /2) S S +\/ﬁ § /2)) a

es un intervalo aproximado al (1 — «)100 % de confianza para u

= Si suponemos que o2 es desconocida, se hace una segunda aproximacién y se estima o2 por

medio del estimador: .
5'2 _ Z?:l (XZ _ X)

N n—1

Quedando el intervalo de confianza como:

J— 6’2 — 62 aprox
PlX - —Z_ap <pu< X+ —Z1_4 = l-«a
( \/ﬁ (1-a/2) S MU \/ﬁ (1 /2))
Sin embargo algunos autores aconsejan cambiar los cuantiles de la Normal por los de una
t — student con (n —1) grados de libertad, no obstante si tenemos un muestra grande ambos

cuantiles son muy similares y es indiferente entre usar una t o una Normal para construir el

intervalo. (Ver figura



Zuxlzu Zm—:u’zu

— N(0,1)

— tI n—1}

Figura 4.10: Comparacion distribuciéon normal estandar vs ¢,—1) para n > 30

A continuacién veremos el ejemplo de como construir un intervalo de confianza basados en esti-

madores maximo verosimiles, la idea del método recae en la siguiente aproximacion:

A aprox 1 A aprox
Onrv < N (0, m) = /nl (9) <0MV — 0) < N(O,l)

Debe de quedar claro que la ultima expresion ya es una cantidad pivotal (aproximada) para 6, sin
embargo despejar 6 de la ecuacion anterior a veces puede llegar a ser dificil, en muchas ocasiones
y para evitar el despeje de 6 en la cantidad pivotal se acostumbra llevar a cabo una segunda

aproximacién y afirmar que:

aprox 1

Oary 5N 97@ N nz(éMV) (éMV—e) N (0, 1)

De donde claramente el intervalo de confianza generado es de la forma:

A ]- A 1 aprox
PlOuy — ————Z1-0p2 <0< Ouyv — —F—————Z1-ap2 =1«
1/ nl (éMV> A/ nl (éMV)
Ejemplo 4.3.13. Sea Xi,...,X,, una m.a. del modelo Poisson (\). Construiremos un intervalo

de confianza aprorimado para A = E(X), primero notemos que:

~ e > aproxr ]-
Ay = X PPN (N, ——
we=a = ( ’nm))



Como en este modelo:

roy= B[ o) = !
B ON D)
Se concluye entonces que la cantidad pivotal es:
5\ A aprox
2MY 2T N (0,1)
A
Despejar \ no es sencillo pero se puede llevar a cabo:
P M <7 . — 11—
A
. 2
plMv=A) g ) o,
A
N 9 A
P <)\MV — < Z — = 11—«
“n
2 2 A
“n
P (Mﬁw —onda A+ A2 < 220 ) — 1-a
P <n/\2 — (Zf_a + 2n5\MV> A+ nj\?m/ < O) = l-«

La dltima expresion es una ecuacion de sequndo grado para \ la cual puede ser resuelta via la

formula tradicional para encontrar raices, haciendo lo siguiente:

a = n
b = — (Z%_a —f- 2n;\Mv>
c = n\iy

Obteniendo finalmente el siguiente intervalo de confianza:

b2 _ 7
]P’( b \/Qb 4ac << b—l—\/2b 4ac) PR
a a

Otra forma de obtener un intervalo de confianza y para no pasar por todo el proceso de despeje es



hacer otra aproximacion y utilizar el hecho que:

S\MV — )\ aprr\*?a: N(O 1)
v ’

De donde facilmente el intervalo de confianza obtenido estd dado por:

P S\MV . 5\MV 5\MV

Ziajp <A< Auy +
n n

Zl—a/Q =l-«a

Debe de quedar claro que ambos son intervalos aprorimados, sin embargo el sequndo requirié una
sequnda aproximacion, lo cual sugiere que su cobertura esperada no sera tan buena como la del
primer caso sin embargo via simulaciones se puede probar que ambos intervalos son iguales con n

mayores a 30.

4.3.4. Intervalo de Confianza para transformaciones de los parametros

Imaginemos que ahora no estamos interesados es construir un intervalo para 6 sino que estamos
interesados en construir un intervalo para alguna transformacién f (), para ello podemos recurrir

a la siguiente aproximacion:

f (éMV) “asr (f (0), o (0))2> = d <éMV> B P N(0,1)

nl (0) (r' )

nl(0)

La tdltima expresién ya es una cantidad pivotal para f (6) sin embargo, casi siempre esta ecua-
cion serd dificil de trabajar por lo que en general lo que se hace es hacer una segunda aproximacién

y utilizar la siguiente cantidad pivotal:

f (o) 1) s
(¢ (o))’

TLI(éjuv)

N(0,1)

De donde el intervalo de confianza aproximado esta dado por:

(7 (4sv))’
nl (éMV)

(# (0ur))

" Zl—a/2 =1-a

Pl f (éMV) — Zi—ap < fO)LS f <éMV> _



Ejemplo 4.3.14. Sea Xy,..., X, m.a. del modelo Gamma suponiendo o conocido, constituir un

intervalo de confianza para P (X > z) dado por:
P(X >zx)= /00 ﬁto‘_le_ﬁtdt
. I(a)

Como « es conocido debe de quedar claro que P (X > x) queda en funcidn de 5 y por tanto lo que

nos piden es construir un intervalo de confianza para una transformacion del pardmetro descono-

cido 3.

Primero obtenemos el estimador mazximo verosimil y la informacion de fisher por unidad mues-

tral correspondiente.

: [(5):_E(aa—;2fx(X;6)>=%

Buv =

=l 2

Definamos f (B) :=P (X > z), entonces:
7 (Burv) =N <f (). W)

De donde la cantidad pivotal nos queda como:

7 (Buv) = 1)

(r'(8))" 2

no

aprox
~Y

N(0,1)

Debido a la complejidad que tiene la funci’on f haremos una sequnda aprorimacion obteniendo la

siquiente cantidad:

7 (Buv) = 1)

AT N(0,1)
( (BMZ(B)QB%W
De donde el intervalo de confianza esta dado por:
/o 2 /A 2 .
P | 7 () - 4 (BM;2> < 59) < 1 () + 4 (ﬂM;? ) i Zrajs | =170

Donde recordemos que:

f(B)=P(X >ux)= / N %ta-le-mdt



f (BMV) =P (Y;x) = /:o %ta—le—%mdt

’ 8 T a > ﬁa -1 —
=P (X =— | e Plat
F@)= 5P (K oa) = o [ e
En la dltima igualdad podemos aplicar las condiciones de regqularidad y llegar a que:
/ 0 BY 1 _a
= — e dt

4.3.5. Intervalos via Simulacion

La simulacion de variables aleatorias permite hacer aproximaciones muy precisas del compor-
tamiento distribucional de la poblacién, por ejemplo imaginemos que sabemos que X ~ F (u,0?)
con F' alguna funcién de distribucién conocida. Supongamos que nos interesa saber el valor de
p = E(X). Sabemos que para conocer dicho valor tenemos que llevar a cabo el cdlculo de la
esperanza lo cual en ocasiones nos lleva a problemas de integracién dificiles. Supongamos que so-
mos capaces de simular observaciones de la v.a. X, es decir, tenemos un algoritmo que no genera
x1,...,T, observaciones de la v.a. X, entonces por la ley fuerte de los grandes niimeros sabemos
que:

E(X)~T

De hecho sabemos que si n tiende a infinito entonces T — p = E(X), por lo tanto una forma de
aproximar el valor desconocido p es simular muchas observaciones de la v.a. X y luego asumir
que E(X) =~ 7.

Otra de las grandes ventajas de poder simular de una v.a. es que nos permite aproximar
el comportamiento de transformaciones de variables aleatorias, imaginemos que nos interesa co-
nocer el comportamiento distribucional de la v.a. Y = sin(U) donde U ~ Uniforme(0,27).
Una forma de resolver el problema es realizar el cambio de variable correspondiente y encontrar
fy(y), sin embargo, via simulacién podemos aproximar las cantidades de interés de Y, para ello
supongamos que podemos simular observaciones de la v.a. U (0,27) de tal forma que tenemos
uy, ..., U, muestra observada de la v.a. U, para cada muestra observada procedemos a transfor-
mar y; = sin(uy),...,y, = sin(u,), entonces se prueba que la muestra yi,...,y, son observa-
ciones (simulaciones) de la v.a. Y. Entonces si estamos interesados por ejemplo en encontrar a
E(Y) = E(sin(U)), entonces bastarfa con simular una gran cantidad de observaciones la v.a. U
luego transformarla para obtener yy, ...y, finalmente sabemos que una buena aproximacién para
E(Y) es:

E(Y)=E(sin(U)) =7y

En inferencia estadistica la simulacion juega un papel importante pues nos permite aproximar

la distribucién del estimador 6, como vimos, el hecho de conocer la distribucién del estimador nos



permite construir cantidades pivotales. Para llevar a cabo la aproximacién por medio de simula-

ciones veremos dos casos, el Bootstrap Paramétrico y el no paramétrico.

Bootstrap Paramétrico

El bootstrap es una técnica estadistica popularizada por Bradley Efron en 1979. Aunque nota-
blemente simple de implementar, el bootstrap no seria factible sin el poder computacional moderno.
La idea clave es realizar célculos sobre los propios datos para estimar la variaciéon de las estadisti-
cas que se calculan a partir de los mismos datos. Tales técnicas existian antes de 1979, pero Efron
amplié su aplicabilidad y demostré cémo implementar la técnica Bootstrap con eficacia usando
las computadoras. También acuné el término ”bootstrap”. Nuestra aplicacién principal del boots-
trap sera estimar la variacién de las estimaciones puntuales, es decir, para estimar los intervalos
de confianza. Anteriormente hemos trabajado con los distintos casos en los que la distribucion es
normal, ahora supongamos que nos encontramos en el caso en el que la distribucién no es normal,
aunque hemos probado que siempre que exista el primer momento de la v.a. atin podemos estimar
puntualmente a u por Z. Pero, jcémo podemos encontrar un intervalo de confianza para u? Nuestra
respuesta sera usar el bootstrap.

De hecho, esta técnica puede implementarse para intervalos de confianza de otras estadisticas di-
ferentes de la media que incluso para el modelo normal pueden ser dificiles de manejar.

En estadistica se considera que una muestra es un subconjunto de elementos tomados de un
conjunto, también se entiende por muestra aleatoria a aquella muestra donde los elementos son
elegidos aleatoriamente, a la eleccion de elementos de la muestra se le conoce cominmente como
muestreo basicamente podemos hablar en términos generales que podemos hacer el muestreo
considerando el hecho que una vez seleccionado el elemento en muestra, podamos seleccionarlo de
nuevo, por otro lado, también podemos pensar que una vez seleccionado el elemento en muestra, no
sea seleccionado de nuevo posteriormente. A la muestra obtenida por el primer método se le conoce
como muestra aleatoria con reemplazo mientras que por el segundo método se le conoce como
muestra aleatoria sin reemplazo, o bien muestra aleatoria simple.

Observacion: En la préctica si tomamos una muestra muy grande entonces no importa si toma-
mos muestras con o sin reemplazo. Por ejemplo: si seleccionamos al azar 100 de 110 millones de
celulares en el mundo, entonces es tan poco probable que el mismo celular se escoja dos veces por
lo que no hay diferencia real entre muestreo con o sin reemplazo.

Ahora, supongamos que tenemos una muestra aleatoria con funcién de distribuciéon conocida pe-
ro cuyo parametro es desconocido, una vez que estimamos puntualmente al pardmetro tenemos
“totalmente especificada” la distribucion de los datos, con esta distribucién podriamos generar o
simular nuevas muestras aleatorias del mismo tamano que la original, a este proceso se le conoce
como remuestreo mientras que a la distribucion utilizada se le conoce también como distribu-

cién de remuestreo.



Observacion: El tamano de muestra del remuestreo puede ser cualquiera, sin embargo, algunos
autores recomiendan por lo menos 1000 remuestreos. A continuacién presentaremos el algoritmo

bootstrap para calcular intervalos de confianza.

4.3.6. Algoritmo Bootstrap

Sea X1, Xs,... X, m.a. de algin modelo Fx(z;0) una muestra bootstrap es una remuestra
X7, X3 ... X* de tamafio n tomada de la distribucién de remuestreo Fx (z;6). Para una estadistica
0 calculada con los datos de la muestra original, podemos definir una estadistica 0% calculada de

la misma férmula de 6 pero con los datos del remuestreo.

La técnica bootstrap paramétrico se usa como sigue:
1. Sea 1, xa,...x, muestra observada de de una distribucién Fx(x;6).
2. 6 es una estadistica calculada a partir de la muestra que estima a 6.

3. Nuestras muestras bootstrap son tomadas con Fx(x;0).

4. Para cada muestra bootstrap zj,z5 ...z calculamos 0* y la diferencia bootstrap como 0* =
0 — 0.

5. Hacer el histograma de §*.
6. Calcular los cuantiles al (5% y (5*_%.

7. Entonces el principio bootstrap dice que la distribucién de 6* aproxima la distribucién de

§=0-0.
8. Use las diferencias bootstrap para calcular el intervalo de confianza de 6. Como:

[0 — 07 oy 0 — 03]

El interés real es que al poder estimar la variaciéon de ¢ por la de 6* podemos utilizar el error
estandar de esta estimacién para estimar el intervalo de confianza de 6.
Por otro lado, es de vital importancia que el tamano de la remuestra sea igual que la muestra

original pues la variacién de la estadistica dependerd de n.

Ejemplo 4.3.15. Suponga que tiene x1,xs,...,T300 datos que se distribuyen Exp(\) con la pa-
rametrizacion usual. Estos datos arrojaron que ¥ = 2. Calcule el intervalo de confianza para X al
95 % por el método bootstrap.

Generamos el siguiente codigo



alpha<-.05

n<-300

xbarra<-2

lambdaest<-1/xbarra

nboot<-1000

x<-rexp (n*nboot,lambdaest)
muestraboot<-matrix(x,nrow=n,ncol=nboot)
lambdaaste<-1/colMeans (muestraboot)
deltaaste<-lambdaaste-lambdaest
hist(deltaaste,main=expression( delta~{"*"}),xlab="Clases",ylab="",freq=FALSE,col="blue")
d<-quantile(deltaaste,c(alpha/2,1-alpha/2))
ic<-lambdaest-c(d[2],d[1])

names (ic)<-c(names(ic) [2] ,names(ic) [1])

Que produce la siguiente salida:

12

0 2 4 6 8
l

I T T T 1
-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Clases

Figura 4.11: Histograma de §*

2.5% 97.5Y%
0.4379306 0.5524665

Observando la Figura como la distribucion de §* estd centrada alrededor del cero. Esta

condicion es necesaria dada la construccion que se ha realizado.



Otras estadisticas

Para el caso en que sea de nuestro interés el estimar intervalos de confianza por el método

—

bootstrap para otra estadistica h(6) basta con encontrar un estimador h(6) y evaluar en la muestra

original, después al hacer el remuestreo con la distribucién de remuestreo Fx(z;6) calcularemos

—

entonces h(@)*. Calculamos las diferencias 6* = h(f)) — h(0) y el intervalo queda como sigue:

—_— %

—_ —

[1(0) = 0120 1(0) = 040

Ejemplo 4.3.16. Suponga estamos bajo el mismo contexto que el Ejemplo anterior, pero ahora se
desea estimar la varianza del modelo y encontrar un intervalo de confianza al 95 %.
Solucion: Tenemos que para este modelo XMV = I, asi, por principio de invarianza tenemos que

el estimador MV para h(\) = 35 estd dado por:

—

- 1
h(A) v = h(Amv) = =
Asi gemeramos el siguiente codigo:

e e e e
#i#####Bootstrap parametrico lambda ™ —2##H#HH#H#H#H
e e

alpha<-.05

n<-300

xbarra<-2

lambdaest<-1/xbarra

hlambdaest<-xbarra”-2

#Generando nboot muestras bootstrap de tamano n

nboot<-1000

x<-rexp (n*nboot,lambdaest)
muestraboot<-matrix(x,nrow=n,ncol=nboot)

#Calculando hlambda estimada asterisco para cada Temuestra
hlambdaaste<-(colMeans (muestraboot)) -2

#Calculando las diferencias delta asteristico
deltaaste<-hlambdaaste-hlambdaest

#Graficando el histograma de delta asterico
hist(deltaaste,main=expression( delta~{"*"}),xlab="Clases",ylab="",freq=FALSE,col="yellow")
#Calculando los cuantiles alpha/2 y 1-alpha/2 de la distribucton delta asterisco
d<-quantile(deltaaste,c(alpha/2,1-alpha/2))

#Calculando el intervalo de confianza al (1-alpha)/ para lambda
ic<-hlambdaest-c(d[2],d[1])

#Renombrando entradas

names (ic)<-c(names(ic) [2] ,names(ic) [1])

Que produce la siguiente salida:
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Figura 4.12: Histograma de 0* para estimar h(\) = /\—12

2.5% 97.5%
0.1825834 0.2988793

Ejercicio 4.3.1. Resuelva lo siguiente:

1. Sea Xy,...,X,, m.a. del modelo Uniforme(0,0) con 6 > 0.

fx(z) = 3100 (@)

El objetivo del ejercicio es encontrar un intervalo de confianza para 6.

a) Defina la variable aleatoria T como:

Xy max{X,...,X,}

T
0 0

y muestre que la funcion de densidad de T estd dada por:

fr(t) ="y (t)

Hint: Recuerde que la densidad del mdximo estadistico de orden en esta familia estd

dada por:

nmnfl

Qn

fX(n)(x> = 1(079) (‘7:)

Por lo tanto:

0 0 0 (X d o [*
fr(t) atFT(t) atIP’(T_t) atIP’( J _t) atIP(X(n)_tG) 8t/0 fx o () da



b) Usando el ejercicio anterior sabemos que T' es una cantidad pivotal, utilice esta cantidad

pivotal para encontrar una intervalo al (1 — «) % de confianza para 6.

c¢) Calcule el IC al (1 — ) % para 6 utilizando la propiedad asintética de los estimadores

mazximo verosimiles.

d) Utilizando el Teorema construya una cantidad pivotal para 0 y obtenga un in-

tervalo al (1 — a) % de confianza para 6.

e) Genere un programa en R que calcule el IC para 0 para cualquier o. Considerando los

mcisos anteriores.

f) Genere un programa en R que calcule el IC para 0 para cualquier «.. Utilizando el método

bootstrap.

g) Simule una m.a. conn = 50 del modelo U(0,0) con 6 = 10. Suponga ahora que desconoce
el valor de 0. Calcule el IC al 90 % para 0 utilizando los programas elaborados en incisos

anteriores y comente los resultados.
2. Sea Xi,...,X, m.a. del modelo Exp(\) con A > 0.

fx(x) = )\e_’\wl(om) (x)

a) Defina la variable aleatoria T como:

=1

Usando la funcion generadora de momentos prueba que T ~ Gamma(n, 1)

b) Usando el inciso anterior sabemos que T es una cantidad pivotal, utilice esta cantidad

pivotal para encontrar una intervalo al (1 — «)% de confianza para \.

c¢) Calcule el IC al (1 — a) % para A utilizando la propiedad asintdtica de los estimadores

maximo verosimiles.

» Encuentra un intervalo de confianza aproximado al (1 — ) % de confianza para A

usando el hecho de que S\MVA*JN ()\, ﬁ) , es decir, utilice la cantidad pivotal dada

por: R
A - A ES
2MY 2N (0,1)
nl(\)
» Encuentra un intervalo de confianza aproximado al (1 — ) % de confianza para A

. -, . < *ok
usando una sequnda aproximacion suponiendo ahora que Ayy~N (A, ﬁ), es
MV



decir, utilice la cantidad pivotal dada por:

)\MV A *k
Al
nI(Anv)

XN (0,1)

d) Utilizando el Teorema construya una cantidad pivotal para A y obtenga un

intervalo al (1 —a) % de confianza para .

e) Genere un programa en R que calcule el IC para A\ para cualquier o. Considerando los

mcisos anteriores.

f) Simule una m.a. con n =100 del modelo Exp(\) con A = 7. Suponga ahora que desco-
noce el valor de \. Calcule el IC al 98 % para X\ utilizando los programas elaborados en

incisos anteriores y comente los resultados.

3. Considera Xy, ..., X,, m.a. de N (uz, ) yYi,...,Y,, ma. de N (,uy,a,%y), Suponga fiy y

[y desconocidas.

a) Muestre que:
SQ ny—lnL—I’SQ ny—1,nz—1

(SQFQ/Q SxFl a/2 )

Es un intervalo al (1 — o) % de confianza para el cociente Z—% Donde:
Yy

S2 = _12(%—95); Sy=——7> wi-9"%
i=1 Y i=1
Fi;yl/irl Fgﬁlmfl son los cuantiles de una distribucion F con (n, —1,n, — 1)

grados de libertad.

b) Genere un cddigo en R para calcular el intervalo de confianza para el cociente de va-

rianzas a partir del inciso anterior.

c) Genere un cédigo en R que calcule el IC al (1 —a) % para el cociente de varianzas por

el método bootstrap.

d) Del Ejemplo suponga que se tiene total desconocimiento de los pardmetros pero
estamos interesados en saber si las varianzas son iguales. 5 Se puede afirmar a un nivel
de confianza del 95 % que las varianzas son iguales? y ; qué observaciones puede hacer

con respecto de los dos métodos y justifique cudl elegiria?

4. Se quiere verificar que la estatura promedio de las mugjeres es mds pequena que la estatura
promedio de los hombres. Suponga que la distribucion de la estatura de tanto mujeres como

hombres es modelada por una distribucion Normal con misma varianza conocida para ambas



poblaciones. Es decir
XNN(N$702) YNN(MZJ’J2>

Donde X modela la estatura de las mugjeres y Y la estatura de los hombres.

Se llevo a cabo un muestreo aleatorio en las dos poblaciones de forma independiente, el

tamano de muestra en ambos muestreos fue de 100 y se obtuvieron los siguientes resultados:
100 100

Z T Zz‘:1 Yi

=L — 169 j === =175
100 YT 00 an

T =

Si la varianza de ambas poblaciones es 02=25. Construya un intervalo al 95 % de confianza
para la diferencia de medias ji, — . Concluya si en efecto tenemos evidencia como para
decir que la estatura promedio de las mujeres es mds pequena que la estatura promedio de los

hombres.

5. Se desea llevar a cabo un muestreo para estimar el peso promedio en kilogramos de los hom-
bres mayores de 18 anos en México, suponiendo que el peso de esta poblacion sigue una

2

distribucion N(u,0?) con o conocida e igual a 36 (6 = 36). Calcule el tamano de mues-

tra necesario para estimar la media p con un error de d = 0.5kg y una confianza de 95 %.

(o = 0.05).

6. Suponga que una asequradora modela el nimero de siniestros semanales usando un modelo
Poisson de pardmetro desconocido . La asequradora pretende encontrar un intervalo al 95 %

de confianza para la probabilidad de observar 0 siniestros en una semana:

Supongamos que la aseguradora observa la siguiente muestra:
(3,6,6,2,4,6,1,5,6,6,6,7,5,5,9,2,8,6,5,10,7,4,2,5,4,5,1,4,2,2)

» Encuentre el valor estimado de P (X = 0) = e~ y construya el intervalo de confianza

(aproximado) por propiedades asintéticas de los estimadores mdzximo verosimiles.

» Calcule el IC al 95 % por el método bootstrap.

7. Sea Xi,..., X, m.a. del modelo:

1 €T
fx(z; ) = Xe’xl(om) (x)

a) Encuentra un intervalo de confianza aproxrimado al (1—a) % de confianza para X usando



el hecho de que S\MVLN ()\, nll(/\)>, es decir, utilice la cantidad pivotal dada por:
Ay — A

1
nl(X)

AN (0,1)

b) Encuentra un intervalo de confianza aproximado al (1—«) % de confianza para f(N\) =
P(X >1).
Hint: Recuerde que por propiedades asintoticas de los estimadores mdzrimo verosimiles

se tiene que:

(f <A>>2>
nl(\)

Farv)~N (f(A), .

Con f una transformacion diferenciable.
c) Encuente un intervalo de confianza al (1 — ) % para \ utilizando el Teorema |4.3.1,.
d) Para todos los ejercicios anteriores genere un cédigo en R que calcule el IC al (1—a) %.

e) Genere un cddigo en R que calcule un intervalo de confianza al (1 —a) % para A y f(\)

utilizando el método bootstrap.

f) Simule una m.a. de tamano n=46 del modelo definido arriba con A = 23.4. Ahora
suponga que desconoce al parametro. Tanto para A como para h(\) calcule los intervalos

del confianza al 90 %. squé observaciones puede hacer?

4.4. Pruebas de hipodtesis

4.4.1. Preliminares

En esta seccion estudiaremos una tercer forma de llevar a cabo inferencia sobre parametros

desconocidos de una poblacién. Comencemos por definir que es una hipotesis.

Definicién 4.4.1. Una hipdtesis es una aseveracion o afirmacion sobre el comportamiento distri-

buctonal de ciertas poblaciones de interés.

A forma de ejemplo supongamos que la v.a. X modela el tiempo de vida del componente 1 y
Y modela el tiempo de vida de otro componente 2. Por definicién sabemos que existe una funcién
de distribucién asociada a las v.a. aleatorias definidas, por lo que quizds una hipdtesis inicial
que podriamos tener es afirmar que X sigue una distribucion Gamma con ciertos parametros

desconocidos. En términos de notacion esto lo pondremos de la siguiente forma:

Hy: X ~ Gamma (a, )



Ahora, supongamos que ya tenemos cierto conocimiento del fenémeno y que conocemos que el
modelo Gamma ajusta bien pero se desconoce los parametros, entonces algunas hipétesis pueden

Ser:

Hy : a=
Hy : a>1
HO : (aaﬂ> = (172)

A veces también estaremos interesados en probar hipétesis sobre dos poblaciones, por ejemplo
imaginando que X ~ Gamma(ay,B;) v Y ~ Gamma (ay, 5,), una prueba de hipdtesis muy
interesante seria ver si el tiempo de vida de los dos componentes es el mismo en promedio, esto lo

podriamos plantear de la siguiente forma:

Qp

Hy:p, = = Hy: — =
0 M oy 0 3, ﬁy

La idea de una prueba de hipdtesis es extraer una muestra del fenémeno y luego con esta in-
formacién verificar la plausibilidad de la Hipotesis en cuyo caso a la luz de los datos tomar una

decision sobre si rechazo o no rechazo mi hipétesis.

En este curso nos enfocaremos a pruebas sobre los parametros suponiendo entonces que el

fenémeno estudiado ya tiene un modelo especifico y solo se desconoce los parametros.

Establecer una hipotesis sobre 6 supone dividir el espacio parameral © en 2 subconjuntos O
y O, tal que:
@:@OU@1 @00@1:(2)

Donde:
©p := {0 € O|H, es cierta} ©, := {0 € ©|H{ no es cierta}

Asi definido queda claro que entonces O, ©; forman una particion del espacio parametral ©.
A la hipotesis que queremos contrastar la llamaremos hipétesis nula y la denotamos por Hy, por
otro lado llamaremos la hipétesis alternativa H; a la formada por los valores de © tales que estan

en 6.

Ejemplo 4.4.1. Suponga que X ~ Bernoulli (8) y desconocemos completamente a ©, en ese caso
queda claro que © := {(0,1)}. Si planteamos la siguiente hipdtesis Hy : 0 < 0.3, entonces quedaria
claro que Oy = {(0,0.3]} y por completes entonces © = {(0.3,1)} por lo que Hy : § > 0.3. Por

fines practicos en la literatura decimos que cuando planteamos la hipotesis Hy : 6 < 0.3 entonces



estamos contrastando las hipdtesis Hy y Hy y lo escribimos as’i:

Hy:0<0.3 VS H,:0>0.3

Imaginemos que tenemos cierta informacion adicional y sabemos que 6 solo puede tomar dos
posibles valores 0y y 6,. En este caso © := {6, 0, }. Bajo este contexto tenemos entonces que tomar

una decisién sobre cudl parametro es el correcto. Planteamos entonces la prueba:
HU:(9:00 (%} H1:9:91
Notemos que en este caso, la prueba anterior se reduce a poner a competir dos modelos:

Hy : X ~ Bernoulli (6)) vs  Hy: X ~ Bernoulli(6,)

Definicién 4.4.2 (Hipétesis Simple). Decimos que una hipdtesis es simple si determina comple-

tamente a la funcion de distribucion, en caso contrario decimos que la hipdtesis es compuesta.

Asi por ejemplo en el caso anterior:
Hy : X ~ Bernoulli(6)) vs  Hy: X ~ Bernoulli(6,)

Estamos probando dos hipétesis simples, sin embargo suponga que bajo el mismo contexto ahora

se nos plantea que © = (0, 1) con la siguientes hipdtesis:
H019:90 vs H1197é90

Luego entonces, en este 1ltimo caso estamos contrastando una hipotesis simple contra una com-

puesta y finalmente si se plantean la hipdtesis:
H0:9§00 VS8 H12¢9>90

se contrasta una hipdtesis compuesta contra compuesta.

Una vez planteado tanto el espacio parametral como la hipétesis nula, la siguiente pregunta natural
que surge en la teoria es saber como decidir si rechazamos o no rechazamos nuestra hipétesis.
Resulta légico que para tomar nuestra decisién tenemos que tener una muestra del la poblacién

que se esta estudiando.

Definicién 4.4.3 (Espacio Muestral). Sea X1, Xo, ..., X,, muestra aleatoria de un fenonemo alea-

torio con funcion de densidad fx (x;0). El espacio muestral es un subconjunto de R™ que contiene



a todos los posibles valores de la muestra de tamano n y lo denotamos como X.

X={z=(x1...,2,) € R"|x; € {Soporte de X;}}

Caso: Simple vs Simple

Imaginemos que tenemos un fenémeno modelado por una densidad Bernoulli (#), supongamos
que © = {0.1,0.8} y nos plantemos la hipétesis Hy : 6 = 0.1, entonces estaremos contrastando las
hipétesis:

Hy:0=0.1 VS H:0=038

Supongamos ahora que observaremos una muestra aleatoria de tamano n=3, (X1, Xo, X3). Listemos

las posibles muestras que recibiremos del fenémeno.
% = {(07 07 O) ? (07 07 1) ? (07 17 O) ? (17 07 O) ’ (17 17 0) ’ (07 17 1) ) (17 07 1) ’ (17 17 1)}

De estas muestras parece que el caso (X; = 0, Xy = 0, X3 = 0) es mas compatible con la hipdtesis
nula es decir observar esa muestra nos deberia llevar a no rechazar Hy, mientras que el caso
(X1 =1,X5=1,X3=1) no es muy compatible con Hy y por tanto observar esa muestra nos
debe de llevar a rechazar nuestra hipdtesis nula. Parece entonces que para crear una regla de
decisién debemos llevar a cabo una particion de X. Supongamos entonces que participamos X en

dos conjuntos denotados por:
%" = {z € X|Rechazo Ho} y % = {z € X|No Rechazo Hy};

(Muchas veces a €* se le conoce como la regién critica)

En nuestro ejemplo supongamos que hacemos la siguiente particién:

% ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} v €* ={(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1)};

%*:{g

3
in>1} Y CK:{Q
=1

Es decir:

3
i=1

Bajo esta particién tenemos la siguiente regla de decision:

n n
No Rechazo Hj si g x; < 1y Rechazar Hy si E x; > 1
i=1 i=1
Pero, ;jnuestra eleccién de % es correcta?. Necesitamos desarrollar teoria que nos ayude a deter-
minar si nuestra particion es correcta o no.

Cuando optamos por Rechazar H existe una probabilidad de equivocarse en la decision tomada o



bien también existe una probabilidad de equivocarse por no rechazar Hy. No pareceria descabellado

entonces buscar aquellas regiones 4 y ¢* que minimicen la probabilidad de equivocarse.

Realidad
o Hy cierta H; cierta
Decisién
No rechazo Hy No hay error | Error tipo II
Rechazo H, Error tipo I | No hay error

Definicién 4.4.4 (Tipos de Error). Decimos que en una prueba de hipdtesis cometemos el error
tipo I si rechazamos Hy cuando en realidad Hy era cierta y decimos que cometemos el error tipo

II si no rechazamos Hy cuando en realidad era falsa.

Supongamos que ya tenemos definido a ¢ y €* e imaginemos que atin no observamos la muestra,
como la muestra no se ha observado entonces tiene sentido preguntarnos por las probabilidades

del error tipo I y error tipo 2. Definamos « y 3 como sigue:

a: = P(Error tipo I) = P(Rechazar Hy|H, Cierta) = P(X € ¢ |H, Cierta)
f: = P(Error tipo II) = P(No Rechazar Hy|H; Cierta) = P(X € € |H, Cierta)

Nuestro objetivo es entonces encontrar 4 y ¢* que minimicen « y # de manera simultanea.

Definicién 4.4.5 (Tamano de la prueba). Sea €* una region de rechazo en una prueba de hipdtesis

(simple vs simple), decimos que la prueba con €* como su region de rechazo, tiene tamano « si

P(X € € |Hy Cierta) = «

En el ejemplo que hemos venido revisando tenemos que:

Hy:0=0.1 Vs H:0=038

%”*:{g

3
in>1} Yy %”:{g
=1

i=1



entonces:

3
a = P(X € € |H, Cierta) = ]P’(ZXZ- > 110 = O.l)
i=1

3
= P(Z X; > 1|X; ~ Ber (0.1)> —0.028
=1

3
B = P(X € ¢|H; Cierta) = P(ZX} <110 = O.8>

=1

i=1

3
= ]P’(Z X; <1|X; ~ Ber (o.s)) —0.104

Definicién 4.4.6 (Potencia de la prueba). En una prueba de hipdtesis simple vs simple, a la

cantidad 1 — 3 se le conoce como la potencia de la prueba

Por lo anterior la potencia de esta prueba (con € y ¢* definidas) esta dada por 1 — 8 = 0.896.

Ahora supongamos que modificamos la region critica:

%”*:{g

3
in > 2} y €= {g
=1
Bajo esta nueva configuracion se puede verificar que ahora:
3
a = IP’(ZX,» > 2|0 = 0.1> = 0.001
i=1
3
B = IP’(ZXi <20 = o.8> —0.488

i=1

3
=1

Observamos que con esta nueva region critica hemos logrado reducir « sin embargo 3 aumenté
considerablemente ocasionado una disminucion en la potencia de la prueba.

En general se puede probar que miniminzar o aumenta la probabilidad del error
tipo 2 y viceversa luego entonces en la practica se opta entonces por fijar un « y luego buscar
la regién critica € que minimice S (maximice la potencia) (Obs: En el contraste siempre se

controla el error tipo I fijando un « previo a observar la muestra )

Ejemplo 4.4.2. Sea X una m.a. del modelo N (6,0% = 1) y suponga que © = {0, 3}. Supongamos

que se nos plantea la siguiente prueba simple vs simple:

Hy:0=0 VS H :0=3



Definamos la siguiente region critica
¢ ={zln>2} y C={z|rn <2}
Entonces:

= P(X;>2|0=0) =P(X; >2|X; ~ N (0,1)) = 0.0227
B = P(X,<20=3)=P(X; <2|X; ~N(3,1)) =0.159
1-8 = 0841

Ahora definamos otra regién critica:
¢ ={z|15<x; <1705} y € ={x|r1 <150z >1.705}
Entonces:

a = P(15<X; < 17050 =0)=P(1.5 < X; < 1.705|X; ~ N (0,1)) = 0.0227
B = P(X;¢(1.51.705) |0 =3) =P(X; ¢ (1.5,1.705) |X; ~ N (3,1)) = 0.969
1—-8 = 0.031

Notemos que ambas pruebas generan una probabilidad del error tipo 1 similar o = 0.0227, sin
embargo la segunda region tiene una potencia mucho menor que la primera, luego entonces entre
las dos regiones aqui expuestas preferimos la primera por tener mayor potencia. El objetivo en

nuestra teoria es entonces dada « encontrar la regiéon con mayor potencia.

Teorema de Neyman Pearson

El Teorema de Neyman Pearson nos dice como encontrar la region de rechazo més potente

dada un « fijo y conocido en el caso de una prueba de hipétesis siemple vs simple.

Teorema 4.4.1 (Teorema de Neyman Pearson). Sea X = (X,...,X,) m.a. de fx (x;0) y a €
(0,1) . Supongamos que © = {0y, 61} y planteamos la prueba de hipdtesis:

HQZ@ZQO vs H1:9:€1

Entonces la region de rechazo mds potente €* tal que P(X € €* |Hy Cierta) = « estd dada por:

fX (371; ce ,.Tn;eo) S ]{ja}
fX (xl, ce ,.Z'n;el)

%*:{QE%

Donde k, es niumero real tal que P(X € €*|Hy Cierta) = «



En Apéndice encontrard la prueba detallada. Veamos un ejemplo de cémo utilizar este Teorema:
Ejemplo 4.4.3. Sea Xi,...,X,, m.a. de Exp()\), supongamos que © = {1,5}, y se plantea la
hipotesis:

Hy: A=1 Vs Hi:\A=5

Se nos pide encontrar la mejor region de rechazo tal que o = 0.05. El teorema de Neyman- Pearson

nos indica que:

%*:{QE%

fx (g, .,z A =1) Ska}
fx (z1,..., ;A =D)

Como:

fX (l‘l?---,l'n;A = 1) = He_x'i — 6_2?:19[%'

fX (Ilvaxn7>‘:5) = H56_5$i :5716_52?:1%

Al hacer el cociente obtenemos que:

*:{wef{

Haciendo k), = }llog (ko5"™) obtenemos que la mejor region de rechazo de tamano « estd dada

a—
{xef{ =

e~ iz TitB i, T
< ka

Esta region es equivalente a:

Zml < —log (k 5”)}

por:

‘5*2{@6%

iﬂ?i S k;}

i=1

Supongamos que fijamos un o = 0.05, entonces queremos que:
P(X € € |Hy cierta ) = 0.05 = ]P’(Z X; <kl |Hy cierta > = 0.05
i=1
Lo que necesitamos entonces es encontrar k, tal que se cumpla con lo siguiente:
IP(ZXZ» < kLA = 1) —=0.05
i=1

Como bajo Hy X = 1 se sigue que Y . X; ~ Gamma(n,\ = 1), entonces el problema de



encontrar k, se reduce a encontrar un el cuantil de la distribucion Gamma de esos parametros.

Sea v, el cuantil o de la de la densidad Gamma (n, 1), entonces sabemos que:
P(in < Yo |A = 1) —=0.05
i=1

Por lo tanto queda claro que kY = 7, por lo que finalmente la regla de decision asociada a esta

prueba es rechazar Hy si

%*:{QE%

imi < ’ya}

i=1
Luego entonces el Teorema de Neyman-Pearson asegqura que esta es la mejor region de rechazo
para la hipotesis planteada de tamano o, es decir, es la region que tiene una probabilidad de error
tipo I igual a o con mayor potencia. En este caso para calcular la potencia de la prueba una vez

encontrado v, se calcula como:
1-8 = 1-P(X € € |H, cierta ) =P(X € €* |H, cierta ) (4.14)

_ p(ixi §%|A:5) (4.15)

i=1

Debe de observarse que la region de rechazo quedd en funcidn de la estadistica ;. | X; a la cual
se le conoce como estadistico de prueba y se espera tenga una distribucion conocida bajo H

para poder determinar la region de rechazo de forma exacta.

En una prueba de hipdtesis vista desde el punto de Neyman-Pearson, como decisor se fija un «
antes de observar la muestra y con ello se calcula la region con la que se rechazard o no la hipétesis,
Fisher por otro lado atacé el problema de otra manera, para él no es necesario determinar un «
antes de observar la muestra, para Fisher lo mas importante es observar primero la muestra y
luego evaluar que tan compatible es esta muestra con la hipdtesis. La forma en que se determina la
compatibilidad de la muestra es evaluar que tan probable es observar esa muestra bajo la hipétesis

nula basado en el estadistico obtenido por el Teorema de Neyman-Pearson.

Definicién 4.4.7 (P-Value). . En estadistica cldsica la forma en como medimos la compatibilidad
de una muestra con la hipotesis nula es por medio del calculo de la probabilidad de observar la
muestra bajo Hy basados en algun estadistico de prueba, a dicho nimero lo denominamos p-value.
Asi pues, p-values chicos nos hablan de poca compatibilidad de la muestra con la hipotesis nula y
por tanto se podria optar por rechazarla, por otro lado, en caso de observar p-values altos, esto
nos habla de que la muestra goza de alta compatibilidad con nuestra hipotesis nula y por tanto no

habria evidencia para rechazarla.

En nuestro ejemplo anterior trabajamos con X7, ..., X,, m.a. de Exp ()), y nos planteamos la



hipétesis :
Hy: A=1 VS Hi:\A=5

El teorema de Neyman-Pearson nos llevo a concluir que la mejor regién de rechazo de tamano «

zn:xi S ’704}

i=1

es:

CK*:{QGZ{

El estadistico de prueba asociado al contraste es . | X; el cual bajo Hy tiene una distribucién
completamente conocida Gamma (n, A = 1) Neyman-Person afirma que debemos rechazar Hy si
se observan valores pequenos de este estadistico, Por otro lado, la forma en como lo ve Fisher es
primero observar la muestra y luego calcular la probabilidad bajo Hy de que el estadistico tome
un valor igual o més critico que el de la estimacion del estadistico con la muestra observada. Por

ejemplo supongamos que observamos la muestra y tenemos que:

=1

Entonces el p-value se podra calcular como:

p—value:P<Zn:Xi < Xn:xi:5])\: 1)
i—1 i

Luego entonces debe de quedar claro que un p — value menor a « nos hacen rechazar, mientras
que valores superiores a a nos hacen no rechazar la hipotesis nula. Esto nos lleva a la conocida

regla del p-value.

Si p—walue < « entonces Se rechaza H,

St p—walue > « entonces No se rechaza H,
Ejemplo 4.4.4. Sea X1, ..., X190 m.a del modelo Poisson de parametro X. Se plantea la hipotesis:

Hy: A=1 VS H :A=3

Suponga que se fija o = 0.048, encontrar la mejor region de rechazo.

Para la region de rechazo encontrada calcular su potencia.

= Suponga que observa una muestra tal que 21'121 x; = 8, calcule el p-value.

Concluya con la informacion anterior si rechaza o no Hy.

Solucidn.



Con la informacion proporcionada en el primer inciso sabemos que debemos utilizar el enfoque

de Neyman-Pearson, asi, haciendo el cociente de verosimilitudes obtenemos que:

(g*:{xexfx(xl,7x10’>\:1)<k}
- fx (@1, oA =3) — °
Como:
10 1o 10 1
fx(xl,...,xlo;)\:l) = Hxi!eflzeflol—[x_i!
i=1 i=1
10 3 10 3u;
Ifx(@,..., 1152 =3) = Hmi!e_?’:e_?’onx—i!
i=1 =1

Al hacer el cociente obtenemos que:

S |
€* = {g €x ) = <k,

—30 710 3%
e O [[, !

Esta region es equivalente a:
¢ = {g eXx ‘3’2321” < kaem}

10
¢ = {g eX|— Zmilog (3) <log (k’ae%)}
i=1

10
i log (kae®)

i=1
. . N log(kae®) e
Finalmente, haciendo k), = — g ®) llegamos que la region optima de rechazo es:
10
€ = {QE% inz@}
i=1

Como o = 0.048, entonces buscamos k., tal que se cumpla que:
10
P(in > ki = 1) = a = 0.048
i=1

Como bajo Hy, A = 1 se sigue que Zilil X; ~ Poisson (10). Buscamos entonces un punto en el

cual la distribucion Poisson (10) deje en su cola derecha 0.048 de probabilidad. Usando el programa



R sabemos que si Y ~ Poisson (10) entonces:

> gqpois(1-.048,10)

[1] 16 P (Y > 16) = 0.048

Por lo que en nuestro caso k, = 16 y por tanto la region mds potente de tamano a = 0.048

estd dada por:

‘5*2{&6%

10
i=1
Ahora calculemos la potencia de esta region.
1-8 = 1-PXe?“N=3)=PX ¥ |\=3)

= ]P’(Z X; > 16|\ = 3) — 0.9980525

i=1
Utilizando R con el siguiente codigo:

> 1-ppois(15,30)
[1] 0.9980525

Suponiendo que observamos 2221 x; = 8 entonces calculamos el p-value
10 10
p — value = IF’(Z Xi>) m=8A= 1) = 0.7797794
i=1 i=1
Utilizando R con el siguiente codigo:

> 1-ppois(7,10)
[1] 0.7797794

Esto nos indica que hay mucha compatibilidad de la muestra observada con la hipotesis nula

ademas como a = 0.048 < p — value se concluye que no se debe de rechazar Hy.

4.4.2. Generalizacion Hj : 0 € O Vs H,:0€ 06,

El objetivo es ahora poder generar regiones 6ptimas de rechazo para los distintos casos a los

que nos podemos enfrentar al hacer inferencia sobre los parametros de un modelo. Por ejemplo:

HOZQZQO VS8 H119>90



Hy:0=20, VS H,:0<80,
Hy:0=20, VS H,:0+# 6,
Hy:0 <86, VS Hy:0 >0,
Hy: 0> 6, VS H,:0 <6,

En general todo lo anterior pueden resumirse al caso:
H0:9€@0 vSs H1:9€@1

Donde © = ©oUO; (Una particién del espacio parametral de nuestro problema). En el caso simple
vs simple sabemos que Oy = {6y} v ©; = {0} y ademds basados en el Teorema de Neyman

Pearson se conoce que la mejor region de Rechazo para la prueba es de la forma:

fX (Ila'--axn;‘gO) }
<k,
fX (xl,...,xn;Ql) -

%*:{QG%

Esta region es equivalente a:

%*Z{EEx‘ fx (X1, ... 205 00) <k*}

méXeee {fX (x1a71:n79)} -

La forma en como vamos a generalizar esta idea de Neyman-Person es por medio de la generacién
de regiones via un cociente de verosimiltudes conocido en inglés como L.R.T (Likelihood Ratio

Test), el cual hablaremos a continuacion.

Region L.R.T Likelihood Ratio Test

Comencemos definiendo la region de rechazo via L.R.T.

Definicién 4.4.8 (Region L.R.T (Cociente de verosimilitudes generalizado)). Suponga que tene-

mos Xi,..., X, m.a de fx (z;0). Imaginemos que planteamos la prueba de hipdtesis
Hy:0€ 06, VS H,:0€06,

Entonces la region de rechazo formada por:

G = {E cx SUPpeo, fx (Z1,. .., 2 0) < k;}

SUPgeco {fX (‘rh <oy T, 0)}

Se le denomina la Region L.R.T

Para simplificar la expresion que aparece en la definicion muchas veces se renombra a dicho



cociente con la letra A de tal manera que:

)= SUPgeo, Jx (T1,...,xn;0)
SUPgeo {fx (71, a1 0)}

ATy, .., Ty

Obs: 0 < A(xy,...,2,) <1

Notemos que en el denominador del cociente se esta maximizando a la verosimilitud sobre todo
el espacio parametral, si suponemos que tenemos un completo desconocimiento del parametro 6
entonces dicho supremo sabemos que se obtiene evaluando la verosimilitud en el estimador maximo

verosimil, es decir:

sup {fx (v1,...,7,;0)} = fx (171, e ;%ﬁéM.V.)
(4<C]

Entonces:
SUPgee, [x (T1,...,Tn; 0)

Ix <$1, e 7$n;éM.V.>

La idea de la regién LRT en este caso es simple, debemos rechazar Hj si la estimaciéon méximo

<k’

— T«

CLrr =L €X

verosimil se aleja mucho de la regién O, es decir entre la estimaciéon maximo verosimil se aleje
mas de la regién ©( mas evidencia hay para rechazar la hipotesis nula Hy : 6 € ©y. Ahora bien,
.. Como obtenemos k.7, la idea nuevamente sera controlar el error tipo 1 y buscar una constante
para k, tal que se tenga una probabilidad del error tipo 1 de magnitud «. El problema al que
nos enfrentamos ahora es que bajo Hy no necesariamente se tiene completamente definida a la
funcién de distribucion, es por ello que debemos re-definir lo que entenderemos por tamano de

la prueba.

Definicién 4.4.9 (Tamano de la prueba). Sea X = (Xy,...,X,) m.a. de fx (x;0) y €* una region
de rechazo para la prueba

Hy:0 €06, VS H,:0e€06,

Definimos el tamano de la prueba como:

sup P(X € €7 |0) = «
SIS
Observe que la la definicién anterior hace que la maxima probabilidad de cometer el error tipo
1 sea precisamente .
Otra forma en que comunmente se define el tamano de la prueba es mediante la denominada

funcién potencia de la prueba, la cual definimos a continuacion.

Definicién 4.4.10 (Funcién Potencia). Sea X = (X1,..., X)) m.a. de fx (z;0) y €* una region
de rechazo para la prueba
Hy:0 €06, VS H,:0e€06,



Definimos la funcion potencia como:

me- (0) = P(X € 47 |0)

Entonces con estas dos definiciones, es claro que el tamano de una prueba se calcula como:

a = sup mg« (0)
[ASCH

Una observacién importante es que dada ¢ buscamos una funcién potencia mg« (6) que se com-

porte de forma que:

S0€0) = mp(0) ~ 0

Q

si0€0; = mg(0)

Es decir, queremos una region de rechazo que haga que la probabilidad de rechazar Hy cuando
0 € Oy sea pequena (para no rechazar equivocadamente) y que la probabilidad de rechazar H,
cuando 0 € Oy se alta (para rechazar acertadamente). Parece entonces que entre dos regiones de
rechazo €} , €5 de tamano « escogeremos aquella que genere una mejor funcion potencia, es decir

parecida a la funcién potencia ideal.

Ejemplo 4.4.5. Supongamos que tenemos X, m.a. de tamano 1 del modelo N (u, 08 = 1) y plan-

teamos la prueba de hipotesis:

Hy:p <0 VS Hy:p>0

Definamos la siguientes regiones de rechazo:

¢ = {xeX|r>2}
¢, = {xeX|l.b<x<1.705}

Entonces si graficamos ambas funciones potencia observariamos que la mejor region de rechazo estd
dada por €} (Ver figura ). Ademas se puede verificar que ambas regiones tienen el mismo
tamano o = 0.0227



Funcion potencia

1.0

(1))
0.0 02 04 06 0.8
.

Figura 4.13: Funcién potencia

En resumen, sabemos que nuestra mejor apuesta para encontrar una region 6ptima de rechazo

es llevar a cabo el cociente L.R.T. es decir, definir nuestra la regiéon critica como:

SUPgeo, Jx (1, ..., Tn;0)

k:*
SUppeo {fx (@1, .., xn;0)} — O‘}

;RT:{EEX

Donde k, es una constante que asegure que el tamano de la prueba sea «, es decir, el objetivo es

encontrar k, que haga que:

X, X0
sup P(X € €~ |0) = sup ]P’(Supeee0 (X, ) < kg |¢9) —_
00y 6c0y  \SUPgeo {fx (71, .. 20 0)}

sup P(A (X1, ..., X,) < k. lf) =«

€00
Como era de esperarse, los estadisticos de prueba que arroja este tipo de cocientes tienen el
inconveniente de que son muy complejos y por tanto llegar a conocer su distribucion es muy dificil.
Para fines de este curso, veremos algunos ejemplos para distribucién normal ya que son las mas

comunmente usuadas y de facil comprension, ademas, posteriormente se enuncian las regiones
L.R.T. de esta familia.

Ejemplo 4.4.6 (L.R.T para p, o2 conocida). Sea X1, ..., X, m.a. de una poblacion N (u,02) con

oi conocida. Encuentre la regién L.R.T para la prueba:

Hy:p=po vs  Hy:p#po

En este caso © =R y por tanto ©g = {po} v ©1 = R\ {1}



Sabemos que:
. Sup,u€®0 fX (wla <oy T :u)

%zRTz{gex‘A@)— gk}

fX (901, ceey Ty ﬂM.V.)

En este caso:

sup fx (551, cen ,xn;#) = fx (1151, e axn;MO)
HEOQ

I
%)
)
Q
oo
SN—
o
=
=
|
o
q |~
(] )
R
(M-
=
|
=
N
~
~_—

Ix (e, o m; finry,) = (27?08)_% exp (—2%‘(2) (Z (x; — f)2>>
—1

Por lo tanto la region de rechazo queda como:

\ (x) _ exp <_ﬁ (Z?:1 (xz - MO)Q)) <k

(o (L @ - 7)

Despejando y tras unos pasos algebraicos

e (~tg (S (= "))
exrp (—% (Z?zl (zi — f)2)>

(Z (w; —2)* =) (2 — M0)2> < 203log (k)

i=1 i=1

n

Z:pf —nz? — Z:BZQ + 2p0 sz — g < 204log (k)
i=1 =1

=1

—nT? + 24 Z z; < 200log (k) + nug < —nT* + 2npeT < 203log (k) + nyg
i=1

1 1
T2 — 20T > - (205l0g (k) + nug) < T + 20T + pg > — (205109 (k) + npug) + pg

1
(T — po)* > - (205log (k) & [T — po| > K*

Finalmente la region L.T.R. queda de la siguiente forma:
Lrr = {2 € X[[T — po| 2 K"}

Observe como la region de rechazo llega a algo intuitivamente obvio, debemos rechazar Hy cuando
la estimacion mdzximo verosimil se aleje demasiado del valor pg (El valor bajo Hy). El problema
es ahora encontrar k* tal que el error tipo 1 sea igual a o sin embargo para encontrar dicho valor

necesitamos conocer exactamente la distribucion de |7— ,u0| bajo Hy. Afortunadamente para el



caso Normal sabemos que si Hy es cierta se tiene que :

-

_ X —

X~N(uo,@) = S~ N (0,1)
n %

Entonces podemos sacar provecho de esta caracteristica distribucional redefiniendo nuestra region

o(58)

Bajo esta nueva definicion tenemos que encontrar el valor de k** se simplifica pues:

>k = Mo)

de rechazo como:

> \/ﬁk—2 = k**}

o)

;RT:{ﬁex

X — o
a = P(X €€ pr|Ho cierta) (‘\/_( NG )

= 1-P (k**<\/_( \/U—>§/€**|N:M0)

X —
(e o) i) o
0

De donde concluimos que k™ = Z1_q/2), donde Zi_q/2) es el cuantil 1 — a/2 de la distribucion

Entonces:

N (0,1). Por lo tanto concluimos que la region de rechazo L.R.T. de tamano « estd dada por:

E —
Vn ZJO > Z(1-a/2)
\YAYS)

Notemos entonces que nuestro estadistico de prueba en este caso es:

r- ()

Ahora imaginemos que o2 =1 y que estamos probando

Hy:p=1 vs Hi:p#1

.y . 10 s o
y que recibimos una muestra x1,. .., tal que Y .~ x; = 20, entonces, el valor del estadistico

evaluado en la muestra es igua a:

t = (\/E@— 1)‘ — 3.1622



Suponiendo o = 0.05, sabemos que la region de rechazo queda de la forma:

T—1
‘rr=z € X||Vn|—— ]| > 1.96
e {‘ H\/_< V1 )‘ - }
como 3.1622 > 1.96 entonces concluimos que podemos rechazar Hy, tenemos suficiente evidencia

estadistica como para rechazar Hy y la probabilidad de equivocarse esta controlada y es menor a

0.05. Ahora, desde el punto de viste de Fisher, el p-value se encontraria de la siguiente manera:

X -1
IP(‘\/H (T) ‘ > 3.1622 |y = 1) = 0.0007829099

De esta manera dado que o = 0.05 > 0.0007829099 = p —value, se rechaza Hy pues desde el punto
de vista de Fisher, la muestra recibida es incompatible con la hipotesis nula pues la probabilidad de

observar una muestra ast bajo el supuesto de que p =1 es muy baja (p — value = 0.0007829099)

Ejemplo 4.4.7 (L.R.T para o2, i conocida). Suponga que ahora en el caso normal nos interesa

a hacer inferencia sobre la varianza o® y se nos plantea la hipdtesis.
L2 2 .2 2
Hy:0" =0y vs Hy: 0" # 0p

Supondremos ademds que i = g conocida. Se nos pide encontrar la region L.R.T. para esta
prueba.
En este caso © = RT y por tanto Oy = {03} y ©; = RT \ {53}.

Sabemos que:

* SUP,eco fX(xla"'a'xn;o-Q)
%LRT:{EE%‘/\@): Jﬁf(;h Tni 621 ) <k
sy Y MLV

En este caso:

_n 1 n
sup fx (z1,...,2p;0%) = fx (21,...,20;05) = (2m0]) 2 exp (_F (Z (z; — u0)2)>
0'2690 UO i=1

Ix ($1, cey T 6%/1.\/.) = (27T5-]2\/[.V.)7% exp (‘2&1 (Z (zi — M0)2>)

Por lo tanto la region de rechazo queda como:

A@F:<%ﬁr%w(7%Qﬁmm—mﬂ) _,

T o) Fean (i (S0 (- o))

pS)
265y,




Recordemos ahora que en este contexto:

Por lo tanto:

Entonces:

Lo cual es equivalente a:

FElevando a la —2 en ambos lados:

2
~2 ~2 _n
OM.v. OMm.v ( ( n> > 2 %
— < —— )k =k
< o? ) exp( o? > =P 2

0 0

Por lo tanto la la region de rechazo queda como:

&2 &2
e fren () on () o0}
09 09

<2 ~2
M. V. MV ~ ; .
Ahora notemos que para que < p ) exrp ( p ) sea pequeno, Tequerimos que:

53 &%
MV <y 227722 Yo > ky
90 o

Lo anterior se concluye analizando a la funcion f(x) = xe ™ la cual toma valores cercanos a cero

cuando r — 0 o x — oo. Concluimos que debemos rechazar Hy si :

~

2 ~2
Ia.v. < ]{31 0 UA% > ]{32}

2 2
o) )

ERT:{QE%

Notemos ademas que bajo Hy tenemos la siguiente propiedad distribucional:

> i (@i — N)2 2 noiLy. 2
2 N X T T2 Y Xw)

o) 0



Por lo que nos conviene redefinir nuestra region de rechazo como:

2
9 99

~2 ~2
no no
Crpr = {g € 36‘ MV- <k o —2H:> kQ}

~2
. . . . no .z ~
Luego entonces, sacando uso de la propiedad distribucional de —2%* la region de rechazo de tamano
0
a que obtenemos es :

~2 ~2
Cinr = {£ °F ‘MM'V—' <xp? o TR XQ(M/Z)}

o2 (n) ol (n)
2(1—a/2) 2(a/2) . . . . . ., 2
Donde X(m) Y Xy son los cuantiles 1 — a/2 y /2 respectivamente de una distribucion X(n)

4.4.3. Regiones Criticas para distribuciones Normales (L.R.T.)

A continuacion escribimos las regiones criticas obtenidas por el procedimiento del cociente de
verosimilitudes (L.R.T.)

Contrastes para i, suponiendo ¢? conocida

Entrada: X,..., X, m.a. de un modelo N (u, c?)
Estadistico de Prueba:

vn (7— Mo)

o

T = ~ N (0,1)

Hy H, G pr de tamano o

[=Ho | > fho %ZRT:{ﬁef M>Z(H)}

[

p=po | < fo %ERTZ{zef @<Z(a>}
W= Ho | B F o [TRT:{IG:{ rlZoso) >Z(1—%)}

o

< o | 6> Ho L*RT:{QG%M>Z(1704)}

[

p=> o | p< Ho ‘fL*RTz{QE% @<Z(a)}

Ejemplo 4.4.8. Una fabrica de llantas tiene dos turnos de operarios, turno de dia y turno mizto.
Se selecciona una muestra aleatoria de 100 llantas producidas obteniéndose los siguientes datos
por cada turno.

Para el turno de dia tenemos que la media es 25006.04 y para el turno mixto la media fue de
24941.12 la desviacion estandar en ambos casos es 4000

Se sabe que la produccion de llantas sigue una distribucion normal pero no se conocen y se le ha
pedido al equipo de andlisis de calidad ayudar al gerente a sacar conclusiones de cada una de las

siguientes prequntas con una significancia del 10 %.



1. ; Esla duracion promedio de las llantas producidas en el turno de dia igual a 25 000 millas?

En este caso se plantea la siguiente prueba de hipotesis
Hy:pp=25000 wvs Hp:p+# 25000

Sabemos que:

Xaia = 25006.04 v 04sq = 4000

Por lo que el estadistico de prueba queda como:

v/100 (25006.04 — 25000)

= 0.0151
4000 0.015

T =

Tenemos que se rechaza Hy si |T| > Zl_o% = 1.64 y como 0.0151 < 1.64 entonces no se
rechaza Hy, por lo que se puede decir que la duracion promedio de las llantas producidas en

el turno de dia es igual a 25 000 millas.

2. s Es la duracion promedio de las llantas producidas en el turno mixto a lo mds de 25 000
millas?

En este caso se plantea la siguiente prueba de hipotesis
Hy:p <25000 vs  Hp:po> 25000

Sabemos que:
X pizto = 24941.12 v Gpninto = 4000

Por lo que el estadistico de prueba queda como:

v/100 (24941.12 — 2
T 00 ( 94000 5000) 01472

Tenemos que se rechaza Hy st T > Z1 g1 = 1.281552 y como —0.1472 < 1.281552 entonces
no se rechaza Hy, por lo que se puede decir que no existe suficiente evidencia estadistica para

rechazar que la duracion promedio de las llantas producidas en el turno mizto es a lo mds 25

000 mallas.

4.4.4. Contrastes para j, suponiendo o? desconocida

Entrada: Xi,..., X, m.a. de un modelo N (i, c?)
Estadistico de Prueba:

<\ 2
X - "X —X
T = M Nt(’nfl); con & = \/2121( i )

o n—1



H, H, €} pr de tamano «

W= fio | ft> fo CKERTZ{J_SE% @NEI_?

p=po | < fio %ERT:{EE%@<th)—1)}
N n(T— (1-3)

= po | B F o LRT:{£€% /rlZoso) >t
1

g

VaE—m) < §

o

< o | p> o LRT =

frex E
> po | < fo ERTZ{Q %Maﬁ

Ejemplo 4.4.9. Conocemos que las alturas X de los individuos de una ciudad, se distribuyen de
modo gaussiano. Deseamos contrastar con un nivel de significacion de o = 5% si la altura media
es diferente de 174 c¢m. Para ello nos basamos en un estudio en el que con una muestra de n=25

personas se obtuvo: media 170 y desviacion 10.206 ambas estimadas.

Tenemos que en este caso la prueba de hipotesis estd dada por:
Hy:p=174 wvs Hy:p#174

Sabemos que:

X =170 y o =10.206

Por lo que el estadistico de prueba queda como:

_ V25 (174 — 170)

T
10.206

= 1.959632

1_0.05

Tenemos que se rechaza Hy si |T| > t(25721) = 2.063899 y como 1.959632 < 2.063899 entonces no

se rechaza Hy, por lo que se puede decir que no existe suficiente evidencia estadistica para rechazar

que la la altura media es de 17/cm.

2

Contrastes para ¢°, suponiendo i conocida

Entrada: X,..., X,, m.a. de un modelo N (yu, 0?)

Estadistico de Prueba: . 9
T Zi:l (Xi — ) 2




H, H,y €} pr de tamano o
o?=02 | 0? >0} Clrr = {g €Xx fZ?:l((;fu)z > X?S_a)}
o?=0f| o’ <o} Crrr = {g ex —Zy:lggi_“) < X((?)}
0> =02 | > 402 | Crpp= {Q cx Z?:lggi_u)? < X?,E)%> 0 Zi= 1((7? W’ X(S‘z)}
o2 <ol |o?>o0f Clpr =2z €X —Z?:lf(}%i_“f > X(Sfa)}
o2 >ok |02 <o} LRT—{xE% TG’ lgi ) <X((?)}

Ejemplo 4.4.10. Sospechamos que nuestro cromatografo estd estropeado, para comprobarlo que-
remos determinar si los resultados que nos proporciona son lo suficientemente precisos. Para ello,
realizamos una serie de 8 mediciones del contenido de una solucion de referencia que, sabemos,

contiene 90mg de un determinado compuesto. Los resultados que obtenemos son:
93.3, 86.8, 90.4, 90.1, 94.9, 91.6, 92.3, 96.5

Se sabe que los datos siguen una distribucion normal, y se quiere saber si la varianza es de al

menos 5.44 a una significancia del 5 %.

En este caso pronponemos la siguiente prueba de hipdtesis
Hy:02>544 ws H,:0?<5.44

Ademds sabemos que X = 90 por lo que el estadistico de prueba queda como:

o X (=90 (93390 4+ + (965 — 90)°

= =17.
5.44 5.44 75380

Tenemos que se rechaza Hy si T < X?ég]'%) = 2.732637 y como 2.732637 < 17.5386 entonces no

se rechaza Hy, por lo que se puede decir que no existe suficiente evidencia estadistica para rechazar

que la varianza es de al menos 5.4/

2

Contrastes para ¢°, suponiendo y desconocida

Entrada: X,..., X,, m.a. de un modelo N (yu, 0?)
Estadistico de Prueba:

. Z?:l (Xi B 7) 2




Hy H, €} pr de tamano o
o2 =0 | 0* >0} Clrr = {g ex fzzl:lg?*i)z > X?S__S)}
o’=03|0c*< o} Clpr = {g eXx —Z?Zlc(fgi_f)i) < X?fi)l)}
o =05 |0 £ 05 | Clpr = {z €x —Ey:lf,?_f)z < x?ﬁl)) 0 —Ey:lf,?_“)z > X?,S:)% )}
o2 <ol |o*>o0d Cinr = {g €Xx —2?:1((}%"_@2 > X?T(L:C)Y)}
0? > 0p | 0* < 7 Clrr = {E €X —ZLl,(,%F@Q < X?fla_)l)}

Ejemplo 4.4.11. Una empresa dedicada a proveer transporte foranéo de pasajeros para ejecutivos
desea dar una tmagen de confiabilidad haciendo que sus conductores sean puntuales en sus tiempos
de llegada a la terminal. La empresa tiene por objetivo que haya poca variabilidad en dichos tiempos.
En términos de varianza de los tiempos de llegada la empresa ha implementado cierta estrategia
con lo cual se busca que la varianza sea de 4 minutos o menos para esto se ha tomado una muestra
aleatoria de 2/ llegadas teniendo que la varianza muestral es de 4.9 y que el tiempo de llegadas sigue
una distribucion normal. Con una significancia del 5% determine si se ha cumplido el objetivo de
la empresa.

Tenemos que dada la problemdtica descrita estamos en el caso donde buscamos hacer inferencia
sobre la varianza y ademds ambos parametros son desconocidos por lo que la prueba de hipotesis

queda como:
Hy:02<4 wvs Hy:02>4

Ademds sabemos que 6% = 4.9 por lo que el estadistico de prueba queda como:

oS- T)? (24-1)5° _ 23%49

i=1 _

4 4 4

= 28.175

Tenemos que se rechaza Hy si'T > X?Q(i:(l)')%) = 35.17246 y como 28.175 < 35.17246 entonces no

se rechaza Hy, por lo que se puede decir que no existe suficiente evidencia estadistica para rechazar

que la varianza es de a lo mas 4 por lo que la empresa ha cumplido con su objetivo.

Es importante hacer menciéon que para las siguientes pruebas de hipd6tesis se debe

considerar como supuesto general que las muestras son independientes entre si.

4.4.5. Contrastes para la diferencia de medias y, — u, suponiendo o2,

05 conocidas

Entrada: X;,..., X, m.a. de N (,02) y Y1,...,Y, ma. de N (uy,az);



Estadistico de Prueba:

T= ~ N (0,1)
o2 o2
(5 +3)
Hy H, €} pr de tamano «

* T—7y)—d
(tte — pty) = do | (e — 1) > do | Clpp = {£ €Xx jﬁ > Z(la)}
(o = py) = do | (e — 11y) < do L*RTZ{&Ex %<Z<a>

* T—7)—d

(o = iy) = do | (pe — p1y) # do | Cipr = {z S (1(ji+a°2> > Za-g)

* Xr— —d
(e — pty) < do | (o — pty) > do | Cipp = {z € X (l(i;+g%) > Z(la)}
(Mo = py) = do | (e — py) < do Clrr = {l S (sz;j;;) < Z(a)}

Ejemplo 4.4.12. Un microbiclogo desea averiguar si hay diferencia en el tiempo que tarda en
producir yogur utilizando dos tipos de bacterias: lactobacillus acidophilus (A) y bulgaricus (B).
Se prepararon siete remesas de yogur con cada tipo de lactobacilo. A continuacion se muestra el

tiempo (en horas) hasta que se produjo cada remesa:

Cultivo A
Cultivo B

6.8
0.1

6.3
6.4

6.1
5.5

8.2
6.9

7.3
0.3

6.9
6.7

7.4
5.7

Suponiendo que la distribucion de ambos conjuntos de observaciones se puede considerar normal y
que 02 100 = 0.5 y que 02 5,55 = 0.25, se desea saber si el tiempo que se tarda en producir yogur
con el cultivo A es menor o igual que el del cultivo B. Considere o = 5%

St consideramos a la variable X como el tiempo que tarda en producir yogur con el cultivo A y
a la variable Y como el tiempo que tada en producir yogur con el cultivo B y ademads tenemos
conocimiento del valor de las varianzas para cada poblacion. Por otro lado, solo se nos pide saber
si el tiempo que se tarda en producir yogur con el cultivo A es menor o igual que el del cultivo B

por lo que dy = 0 entonces tenemos que la prueba de hipotesis queda como:

Hy: (o — 1) <0 vs

Hl:(/va_p“y)>0

Por otro lado, haciendo el calculo de:

X =7 Y =6228571 0% =05 o0t =025



Con estadistico de prueba dado por:

(7 — 6.228571) — 0
(5 +22)

T = = 2.356753

Tenemos que se rechaza Hy si T > Z'7%0 = 1.64 y como 1.64 < 2.356753 entonces se rechaza Hy,
por lo que se puede decir que el tiempo que se tarda en producir yogur con el cultivo A es mayor

que el que se tarda produciendo con el cultivo B.

2

Contrastes para la diferencia de medias p, — p, suponiendo o7,

2
Y

05 desconocidas pero

iguales 02 =0

Entrada: X,..., X, m.a. de N (u,,0%) y Y,...,Y,, m.a. de N (u,,0?);
Estadistico de Prueba:

Donde 2 estd dada por:

S (X=X T (G-Y)T (- 1)e et (e - 1)6

~92 — —
P ny+mng —2 ny+mng —2
Hy H, €} pr de tamano «
* T—Y)—d -«
(Hz = py) = do | (Hz — py) > do Lrr = (L EX % > tEn1+1)12—2)
o3 (a+s)
(e — py) = do | (e — py) < do Irr =2 €X \/(zyi n1+n2 2)
« T (1-%)
(Hz = py) = do | (Hz — py) # do Lrr = (L E€X /7(2 . > t(mfm—z)
o “1
* T—Y)—d 1-a
(e — py) < do | (ptz — 1) > do Lrr =L €X % > tEer?)wng)
o3 (a+s)
— ) >d — ) < d fon=Q e X |AZ0zd oyl
(Mo — py) = do | (pz — py) 0 LRT L 2( L ) (n1+n2—2)
o\ Ty

Ejemplo 4.4.13. Para encontrar si un nuevo suero detiene la leucemia, se seleccionan nueve

ratones, todos con una etapa avanzada de la enfermedad. Cinco ratones reciben el tratamiento



y cuatro no. Los tiempos de sobrevivencia en anos, a partir del momento en que comienza el

experimento son los siguientes:

Con tratamiento | 2.1 | 5.8 | 1.4 | 4.6 | 0.9
Sin tratamiento | 1.9 | 0.5 | 2.8 | 3.1

¢ Se puede decir en el nivel de significancia del 0.05 que el suero es efectivo? Suponga que las dos
poblaciones se distribuyen normalmente con varianzas iguales.

Del enunciado resulta claro que las muestras son independientes y las varianzas desconocidas pero
tguales. Sea X el tiempo de sobrevivencia de los ratones que recibieron tratamiento y sea Y el
tiempo de sobrevivencia de los ratones que no recibieron tratamiento. Para el contraste hay que
considerar que el suero es efectivo si la media de ratones que fueron sometidos al tratamiento es
mayor con respecto del tiempo medio de supervivencia de los ratones que no tuvieron tratamiento,

asi tenemos que dog = 0. Por lo tanto la prueba de hipotesis queda como:

HO:(MZ’_My)ZO vs Hl:(ﬂm_ﬂy)<0

Por otro lado, haciendo el calculo de:

Media muestral | Cuasivarianza muestral | Tamano de muestra
X 2.86 3.883 5
Y 2.07 1.365 4

Donde 67 estd dada por:

(5—1)*3.883+4 (4 —1) % 1.365

52 = = 2.802
» 5rd_2 802786
Con estadistico de prueba dado por:
po 286220070 sos0850
\/2:802786 (£ + 1)
Tenemos que se rechaza Hy siT < t?50f472) = —1.894579 y como —1.894579 < 0.6989859 entonces

no se rechaza Hy, por lo que se puede decir que el suero es efectivo en el tratamiento de la leucemia.

Contrastes para el cociente de varianzas Z* suponiendo i, j, conocidas
Yy

Entrada: X1,...,X,, ma. de N (uz,02) y Y1,..., Yo, ma. de N (py,00);
Estadistico de Prueba:




H, H, €} pr de tamano «a

%zl %>1 L*RTz{ze% ;%Zzg‘fi—mﬂ%%)}

%21 Z—§<1 ERT:{QG%%;j—M<F&M1)}
Z=1|%#1 %;RT:{gex %<F@n) 0 % (1,131)}
%Sl %>1 LRT = £€x%%i—m>ﬂ1n;%)}

Ejemplo 4.4.14. Dos proveedores fabrican un engrane de pldstico utilizado en una impresora
laser. Una caracteristica importante de estos engranes es la resistencia al impacto la cual se mide
en pies-libras. Una muestra aleatoria deengranes suministrados ambos proveedores arrojando los

siquientes resultados:

Fabricante 1 | 294.3863 | 281.7431 | 278.9542 | 288.6915 | 292.5826 | 283.7507 | 298.0782 | 286.4465

Fabricante 2 | 245.1440 | 249.8505 | 242.8463 | 242.1844 | 257.2024 | 253.4012

Se sabe que la resistencia al impacto en ambos casos sigue una distribucion normal, también se
sabe que la resistencia promedio de los engranes fabricados es de 290 y 250 para el fabricante 1 y el
fabricante 2 respectivamente. Se desea saber con una confianza del 90 % si la variacion de niveles
de resistencia de los engranes son iguales.

Sea X la resistencia al impacto de los engranes producidos por el fabricante 1, asi como Y la
resistencia al impacto de los engranes producidos por el fabricante 2. En este caso tenemos que la

prueba de hipotesis viene dada por:

2 2

g g
Hoi—gzl vs Hl_;?él

Uy O'y

Con estadistico de prueba dado por:

130, (¥i—250)° 3321747

= = 0.7938547
IS (X —290)*  41.84327

F =

0.1 _0.1
Tenemos que se rechaza Hy si F' < F(628) = 0.2792843 o F > F(l6 8)2 = 4.146804 y como
0.2792843 < 0.7938547 < 4.146804 entonces mo se rechaza Hy, por lo que se puede decir que
no hay evidencia suficiente para rechazar que la variacion en los niveles de resistencia de los

engranes es la misma para ambos fabricantes.



4.4.6.

desconocidas

Entrada: X, ..
Estadistico de Prueba:

1

Xy, ma. de N (pg,02) y Y, ...

S (Y -Y)

Y

Y, ma. de N (py,02);

Contrastes para el cociente de varianzas ¢ suponiendo (i, fi,

H, H, €} pr de tamano o
gi =1 5—2 >1 Clrr = {z €x ﬁgfiﬁi_iﬁ > F<1nﬁ1,m—1>}
Z-% =1 % <1 Clrr = {Q €x :fii ;Z_fi((zi); < F(C:lz‘l’"l‘l)}
d-1|g1| G- feex|BImth R, o BT R ),
Z_% <1 % >1 Clrr = {£ €X :fij ;ig:?; = F(Zal,ml)}
o151 R e =

Ejemplo 4.4.15. Continuando con el ejemplo |4.4.14 supongamos ahora que se tiene total desco-

nocimiento del valor de los pardmetros realice la misma prueba de hipdtesis a un nivel del 90 %.

H()Z =1

:aqw | qu

Con estadistico de prueba dado por:

2
o

vs Hy:— #1
Ty

—\ 2
o e (Yi—Y)" 3693366

= -
8 -\ 2
@ P (Xz' _ X) 43.60406
0.1
Tenemos que se rechaza Hy si F' < F(62—1,8—1) = 0.2050915 o F >

= 0.8470232

1-0.1
2
F(6—1,8—1)

= 3.97152 y como

0.2050915 < 0.8470232 < 3.97152 entonces no se rechaza Hy, por lo que se puede decir que no hay

evidencia suficiente para rechazar que la variacion en los niveles de resistencia de los engranes es

la misma para ambos fabricantes.

4.4.7.

(varianzas conocidas)

Contrastes para la igualdad de medias de k poblaciones normales

Una de las pruebas mas utilizadas en la practica es la que nos permite ver si existe alguna dife-

rencia en las medias de k poblaciones normales, por ejemplo, imaginemos que estamos realizando




un experimento con 3 tipos de nuevos anti hipertensivos, para ello se forman 3 grupos de personas
con hipetension, a cada uno de los grupos se le aplica un tipo de anti hipertensivo y después de
cierto tiempo se cuantifica la eficacia del medicamento midiendo la presién de cada individuo en
todos los grupos. Imaginemos que se desea verificar si existe un anti hipertensivo que sea mejor que
los deméds. Para ello se decide modelar X; ; = la presién arterial del individuo j (j € {1,...,n:})

en la poblacién ¢ (i € {1,2,3}). Si suponemos que
Xij~N(u,o?) i€{1,2,3} je{l,....n;}
Entonces el problema se podria reducir a contrastar la siguientes hipotesis:
Ho:py=pp=p3  vs  Hp:3i,jtal que p; # pu;

La regién de rechazo para este tipo de pruebas puede ser encontrada utilizando la técnica L.T.R.,
en el cual si suponemos varianzas conocidas se obtiene lo siguiente:

Contraste:
Hy:ppi=po=...= vS Hy : 34,5 tal que p; # pj

Entrada:

X117-~-7X1n1 m.a. deN(/Ll,U%)

)

Xot, ..., Xon, m.a. de NV (ug,ag)

)

ijl,...,ank m.a. de N(ﬂk,Oz)

)

Estadistico de Prueba:

Donde:

Region de Rechazo:

k

* Ny _ N2 2(1—-a

CLrr = {Z ) (T — Toi)” > X(lf;—l))}
i=1

Ejemplo 4.4.16. Se llea cabo un estudio para determinar si existe diferencia en la temperatura

media en las cuatro estaciones diferentes del ano en el rio Balsas. El termometro mide en grados

celsius. Se tomaron muestras aleatorias independientes que arrojaron los siguientes resultados:



Invierno | 25.6 | 23.2 | 21.7 | 21.7 | 22.8 | 23.9 | 24.5 | 23.8 | 24.5 | 24.6 | 25.4 | 26.1 | 24.9

Primavera | 25.4 | 22.7 | 26.6 | 22.5 | 22.4 | 24.3 | 25.8 | 23.8 | 25.0

Verano 21.8 1 21.7| 20.7 | 22.0 | 24.7| 26.1 | 253.7 | 25.4 | 22.4 | 23.8 | 25.1 | 24.1

Otono 24.8 | 24.7| 24.7 | 24.8 | 23.7 | 25.8 | 23.8

Nombraremos como la variable 1 a la temperatura del rio Balsas durante el invierno y de forma
andloga para las tres restantes. Adicionalmente se sabe que la distribucion asociada en todos los

casos es normal y la desviacion estdndar para cada una de ellas es:
o1=15 09=12 o03=14 o04,=1.3

Con un nivel del 95 % determine si la temperatura media del rio Balsas es indiferente a la estacion
del ano.

Se tiene que la prueba de hipotesis es:
Ho:pn = po = pi3 = i vs Hy @ 3i, j tal que p; # p;
Tenemos que en este caso k =4 y que:
nm=13 n=9 ny3=12 nyu=7 = n=41

con
X, =24.05385 X, =24.27778 X3 = 23.45833 X, = 24.47143

Por otro lado obtenemos X ., = % =24

Por otro lado, calculando el estadistico de prueba

S

o? %(72 - X.,)?
18] 1.52 10. 01675214
9 122 04822531
12| 1.42 1.946039
71132 1.709576

T 4.15462

B WO |~

Recordemos que se rechaza Hy si T > X?ﬁ:j%) = 7.814728 y como 4.15462 < 7.814728 por lo que

no se rechaza Hy y podemos decir que la temperatura promedio del rio Balsas es indiferente a la

estacion del ano.




4.4.8. Contrastes para la igualdad de medias de k poblaciones normales

(varianzas desconocidas pero iguales) ANOVA

El problema de la prueba anterior es que por lo general las varianzas van a ser desconocidas en
el problema por lo que es necesario crear una regla de decisiéon para el caso en que las varianzas

son desconocidas.

Atacar el problema de varianzas desconocidas es complejo y el estadistico de prueba se vuelve
intratable cuando suponemos varianzas desiguales en cada poblacién, afortunadamente cuando se
supone homocedasticidad (igualdad de varianzas) los célculos quedan mas ordenados y pueden ser
presentados en una tabla llamada ANOVA (andlisis de varianza)

Contraste:

Hy:pi=po=...= vSs Hy : 36,5 tal que p; # pj

Entrada:

X117-~-7X1n1 1Il.a. deN(/lll,0'2)

)

Xgl,...,X2n2 m.a. deN(u2,02)

)

Xk,l; . ,Xk ng m.a. de N (ﬂk,OQ)

Obs: Observe que estamos suponiendo igualdad de varianzas en las poblaciones (homocedastici-
dad) ademas para poder realizar esta prueba se requiere que n; > 2 para toda ¢ € {1,2,...k}.
Estadistico de Prueba:

=k n(Xi—X

2
**)

F = : —— ~ 1k
(k=18 Y0 (X — X))
Donde:
o 1 ng o 1 k Ny k
XZ:TL_ZXZ’J X**ZEZZXZJ Z’NIZ:TL
=1 i=1 j=1 i=1

Regién de Rechazo:

Crrr = { (n )§Z:1 7’;(1‘ & 2 3 = Fkl—_ffn—k}
(k—=1)>2 Zjlzl (23 — Ti)

Una forma en como los paquetes estadisticos presentan esta prueba es mediante la tabla ANOVA:



Variacion Suma de Cuadrados G. de Lib | Cuadrados Medios Estadistico F
. k = = 2 _ S (T —Tus)? (n—k) S8 (T —Ts)*
Tratamientos Yo i (T — T k—1 = = le?il(xi,j—ii)Z
13 T (210 —7)
Error S Doy (@i — )’ n—k = Ejn:i )
T —_ i‘c: En; ( i,'_f**)Z
Total Zle Zj:l (.T@j — x**)z n—1 1 Jnif J

Ejemplo 4.4.17. A continuacion se presenta un codigo en R que implementa esta prueba.

e e B e e e ]
####### Prueba de hipotesis para igualdad de medias HH#HHHHHAHHHH
#u###### Kk poblaciones mormales wvartanzas iquales #HHAHHAHAHHHAHAAH
HAHRAHAAAHS HARAHABRBBHRRH
B

Yy desconoctidas

#-- Funcion que rectbe por parametro una matriz cuyo renglon i—-esimo
#-- son las observaciones de la poblacion i-esima
prueba<-function(data){
size<-dim(data)
ni<-size[2]-apply(apply(data,l,is.na),2,sum)
if (sum(ni[ni<2])>0 ) {
cat ("Error: You need a sample bigger than one for any population i where k>2")
} else {
xbar<-apply(data,l,mean,na.rm=TRUE)
xbarasterix<-mean(data,na.rm=TRUE)
SCTR<-sum(ni*(xbar-xbarasterix) ~2,na.rm=TRUE)
SCE<-sum((ni-1)*apply(data,l,var,na.rm=TRUE))
SCT<-sum((data-xbarasterix) ~2,na.rm=TRUE)
Var<-c("Treatment","Error","Total")
SumSq<-c (SCTR, SCE, SCT)
Df<-c(size[1]-1,sum(ni)-size[1],sum(ni)-1)
SumMeanSq<-SumSq/Df
Fvalue<-c(SumMeanSq[1]/SumMeanSq[2] ,NA,NA)
res<-data.frame(Var,SumSq,Df, SumMeanSq,Fvalue)

return(res)

}

Para probar esta funcion simularemos 5 muestras de poblaciones normales cuyos tamano de
muestra son 100, 2, 26, 100, 88 de poblaciones normales independientes N (0, 1). Supongamos para
este ejercicio que tenemos desconocimiento total de los pardmetros pero se desea hacer constranste
sobre si las medias son iguales con o = 5%. Por lo utilizando la funcion implementada arriba
tenemos elaborado el siguiente codigo:

datos<-matrix(rnorm(500) ,nrow=5,ncol=100)
datos[2,3:100]<-rep(NA,98)
datos[3,27:100]<-rep(NA,74)



datos[5,89:100]<-rep(NA,12)

fin<-prueba(datos)

fin

alpha<-0.05

cuant<-qf (1-alpha,fin$Df [1],£in$Df [2])

if (fin$Fvalue[1]>cuant) {cat("Como",fin$Fvalue[1],"es mayor que",cuant,+
"Se rechaza HO")

} else {cat("Como",fin$Fvalue[1],"es menor que",cuant, "No se rechaza HO")}

Que produce la siguiente salida:
Como 1.72022 es menor que 2.400678 No se rechaza HO

Ejercicio 4.4.1. Resuelva lo siguiente:

1. Implemente una funcion en R por cada una de las pruebas de hipdtesis para caso mormal.

Hint: consulte la documentacion en R de las funciones switch() y apply().

2. Sea X, una observacion del modelo:
fx () = 027 101 (2); 6>0
Se desea contrastar las siguientes hipotesis:
Hy:0=2 wvs H;:0=1

= Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 a = 0.05.
= Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba

3. Sea X1,...,X5 m.a. del modelo Normal(0,0?). Se desea contrastar las siguientes hipdtesis:
Hy:02=1 wvs Hy:0°=2

s Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 o« = 0.1.

s Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba

» Suponga que observa la siguiente muestra: (4.14,0.78,—1.28,1.30,1.33), ;rechazaria

Hy?, encuentre el p-value asociado a esta prueba.



4. Sea X1 una observacion del modelo:
Ix(x) = (202 +1—0) 101)(x); 0el-1,1]
Se desea contrastar las siguientes hipotesis:
Hy:0=0 wvs Hy:0=1

s Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 a = 0.05.

= Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba

» Suponga que observa la siguiente muestra: (0.5), srechazaria Hy?, encuentre el p-value

asociado a esta prueba.

5. Sea Xi,..., X7 m.a. del modelo Gamma(2, [3)

fx(z) = e P 100y (2); B> 0

T(a)

Se desea contrastar las siguientes hipotesis:
Hy:66=1 wvs H :p=4

= Encontrar la region de rechazo mas potente suponiendo que deseamos una probabilidad

de error tipo 1 a = 0.05.

= Para la region de rechazo encontrada en el inciso anterior, calcular la probabilidad del

error tipo 2 y encuentre la potencia de la prueba.

= Suponga que observa la siguiente muestra: (0.650,1.048,3.109, 0.526, 0.558, 1.228, 1.320),

srechazaria Hy?, encuentre el p-value asociado a esta prueba.

6. INFOTEC utiliza bombillas especiales para poder iluminar los distintos salones de sus insta-
laciones. Actualmente utiliza bombillas fabricadas por la compania 1 la cual afirma que sus
bombillas tienen una vida util de 900 horas en promedio, la compania 2 afirma que ellos
fabrican una nueva bombilla con una tecnologia mas eficiente que hace que sus bombillas
durén mas de 900 horas en promedio. INFOTEC desea tomar una decision sobre si cambia
de proveedor o no, para ello opté por hacer un experimento sencillo, compré 20 bombillas a
cada compania y las coloco en distintos salones para medir su durabilidad.

Los datos de este experimento se encuentran la siguiente tabla. Con esta informacion res-

ponda lo siguiente suponiendo normalidad e iqualdad de varianzas en ambas poblaciones.



COMPANIA1 | COMPANIAZ
856.33 866.77
969.69 907.61
828.62 831.06
962.91 937.76
917.56 963.75
938.78 941.05
930.21 980.58
759.69 940.63
809.59 926.95
802.53 862.5
779.71 858.92
728.85 945.3/
889.03 775.36
797.97 960.19
845.82 891.21
767.92 939.6/
824.37 978.08
940.06 922.53
891.85 973.22
897.06 995.29

» ; Se tiene evidencia estadistica como para afirmar que las bombillas de las compania
1 en efecto tienen una vida promedio de 900 horas?. Para responder esto lleve a cabo

la prueba de hipotesis:
Hy:pp =900 ws Hy:pg #900
Donde 1 representa el tiempo de vida promedio de las bombillas de la compania 1.

Calcule el p-value de la prueba y asumiendo un o = 0.05 concluya.

n ;8¢ tiene evidencia estadistica como para afirmar que las bombillas de la compania
2 tienen una vida promedio mayor a 900 horas?. Para responder este lleve a cabo la

prueba de hipotesis:
Hy:ps <900 ws  Hy:ps > 900

Donde o representa el tiempo de vida promedio de las bombillas de la compania 2 .

Calcule el p-value de la prueba y asumiendo un o = 0.05 concluya.

= Finalmente, se desea tomar la decision final para saber si se cambia o no de proveedor



de bombillas. Para responder esto lleve a cabo la prueba de hipotesis.

Hy:po=po vs Hy:pg < po

Calcule el p-value de la prueba y asumiendo un o = 0.05 concluya.

7. Una compania de jugos compro una mdquina que llena botellas. Bl manual de instructivo dice
que la maquina estd configurada para llenar las botellas en promedio con 1 litro de liquido. La
compania estd interesada en verificar esta afirmacion, para ello hizo que la mdquina llenara
n = 10 botellas y luego midid la cantidad exacta (en litros) con la que fueron llenadas. La

imformacion se encuentra en la siguiente tabla.

BOTELLA | LITROS SURTIDOS
1 0.96
2 1.01
3 1.14
4 0.87
5 1.08
6 1.05
7 1.13
8 0.99
9 1.06
10 1.05

Para probar la aseveracion y dado que la compania esta preocupada de que la mdquina este

surtiendo mas liquido de lo esperado se planteo la siguiente prueba de hipotesis
Hy:p<1 ws Hy:p>1

Asumiendo normalidad y varianza conocida (o = 0.1)La companiia propuso la siguiente region
C = {\/ﬁ (%) > 1.8}

» Con los datos observados, calcule el p-value y concluya si rechaza o no la hipotesis nula.

de rechazo:

(utilice « = 0.5 como su nivel de significancia para decidir)

» Realice el contraste nuevamente pero ahora suponga o? desconocida (utilice @ = 0.5

como su nivel de significancia para decidir)



4.5. Modelos Lineales

El objetivo en esta seccién es comprender el alcance del analisis de regresiéon asi como los
supuestos que debe de cumplir el modelo establecido, en este sentido el lector debe de ser capaz
de ajustar un modelo de regresion, evaluando y mejorando el desempeno del mismo.

Los modelos mateaticos buscan explicar y entender distintos fenénemos que ocurren en el
mundo que nos rodean. En general estos fenomenos puede ser clasificados en deterministas y pro-
babilisticas, estos ultimos son de especial interes para la estadistica ya que son lo que se pretenden

modelar.

= Probabilistas: Las mismas entradas no necesariamente produciran la mismas salidas pues
contempla la interaccién con variables que no podemos controlar (azar).
Por ejemplo: Sea X el nimero de aguilas en 6 lanzamientos independientes de una moneda

"honesta”, se propone el modelo probabilistico:

X « Bin(6,0.5); E(X)=3; Var(X)=15

Probability Bin{6,0.5)

Figura 4.14: Binomial Density

En general un modelo busca encontrar una relacién funcional entre ciertas variables indepen-

dientes (21, 29, ...., 2,) y una variable respuesta Y la cual queremos explicar o modelar.
Y = f (21,2, ....,2) (Determinista)
Y = f(z1,29,....,2g) + € (Probabilistico)
Una ves planteado el problema surgen de manera natural las siguiente preguntas:
= ;Qué funcién f tomar?
= ;El modelo es adecuado?

= ;Tenfo el mejor modelo para estos datos?



= ; Qué supuestos debemos tomar en cuenta?

= ;Las variables z; si explican a Y7

= ;Mi modelo esta respaldado con buenos datos?

Por ejemplo, se desea saber si la estatura maxima del padre influye en la estatura maxima del

hijo, es decir, queremos modelar la estatura del hijo en funcién de la estatua del padre.

Y =f(z2)

Donde z = estatura del padre y Y = estatura del hijo.

. Exisite un modelo determinista?

Dada una variable respuesta Y y un conjunto de covariables z = (21, 22, ...

16500 17000 17500 15000 18500 19000 19500 20000

Y =f(z)+e¢

205000

—9 1 200000

195.000 4

D Saiti: {0

w
statura dol hijo

185,000 %

1500

205,000

$ 200000

155,000

150000

Estaturs el hjo

185,000

180000

Figura 4.15: Estaturas

Xetstatura del Padre

Xetstatura del Padre

., %), surge de manera

00
16500 17000 17500 16000 18500 19000 18500 20000 15000 15500 16000 16500 1000 150 18000 18500 19000 19500 20000

15000 15500 16000 16500 17000 17500 15000 18500 19000 19500 20000

natural preguntarnos cual deberd ser la relacién funcional para modelar dicha relacién.

Una forma de modelar podria ser:

E(Y |2) = pn(2)

donde, en general, p (.) es una funcién desconocida. En la préctica es comun aproximar a u(.) a

traves de una funciéon mas simple:

donde é = (BO;BI? ..

w(z) = (2 P)

T [ )
., Bk)" denota a un vector de pardmetros desconocidos.

La forma mas simple para modelar la relacién es suponer una funcién lineal de 5 es decir:

V(2 8) = Bo+ Bis1(2) + ...+ Busk (2)



Donde s; : R? — R son funciones conocidas.
Finalmente esta funcion (g; 5) es tratada como si fuera la verdadera funcion de regresion

p (.), por lo que el problema se reduce en hacer inferencias sobre el valor del vector de parametros

8.

E(Y [2) = pu(2) = Bo+ Bis1(2) + ... + Brsk (2)

Muchas veces, en la vida real el modelo lineal no ajustara los datos por lo que tenemos que ver
modelos lineales generalizados (siguiente seccién) o bien proponer modelos no lineales. Modelos

Lineales:

Bo + Bz

’

IQ

Bo + Bz + Baze 4+ -+ Brzp

’

p) =
)
) =

IQ

Bo + Biz1 + Baz? 4 -+ + Bp2F

7

v (z
v (z
v (z
¥ (2 8) = Busin(z1) + Bz cos(z)

Modelos no Lineales:
n ¢ (2;8) = Bo +sin(B121)
» ¢ (2;8) = Bo + cos(B121)
» Y (2 3) = tan(B121) + faze

También existen en la literatura modelos denominados linealizables. Diremos que un modelo

es linealizable si existe una funcion g invertible tal que:

9 (¥ (28)) = o+ brs1 (2) + ... + Besi (2)
Por ejemplo:
= (2 8) = Boexp(Biz1) = In (v (2 8)) = In(Bo) + rz1 = B + biza
= ¢ (2;8) = log(Bo + Prcos(21)) = exp (¢ (2;8)) = Bo + Picos(z1)
Nuestro modelo lineal supone entonces que:
E(Y |2) = p(z) = Bo+ Bisi(2) + ... + Brse (2)
Esto lo podemos escribir en términos de variables aleatorias como:

Yiz~F (u(z),0%) (0°>0,desconocida)



Ahora imaginemos que recibiremos n observaciones de este modelo para distintos niveles de las

covariables z, entonces podemos escribir
Y= B0+ Bisi(z) + .+ Bese (z) ¥ & X F(0,0°) (4.16)

Definamos:
zi;=s;(z) ie{l,....,n}; je{l,... k}

Entonces el modelo (4.16]) lo podemos escribir como:

Y = Bo+ Biwin + -+ Brti + & & X F(0,0%) (4.17)
Ejemplo:
Suponiendo que sélo tenemos una covariable z € R, y haciendo s; (z) = 2’ entonces (4.17)) toma
la forma:
Yi=50+512i+.--+ﬂsz+€i €¢%1F(0,02) (4.18)
Yi=fo+Piza+...+Baute e ~F (0,0?%) (4.19)

El modelo anterior pretende explicar el valor de Y a través de una funciéon polinomial de la
covariable z.
Obs: Al modelo (4.17)) se le conoce como Regresiéon Lineal Multiple mientras que cuando k£ = 1

lo denominamos el modelo Lineal Simple el cual se detalla a continacién.

4.5.1. Regresion Lineal Simple

Se analiza de forma teorica y practica el modelo lineal simple es decir, se asumira que los datos

que deseamos modelar fueron generados por la ecuacién:
Y =00+ o1+ ¢

E(Y) = ﬁo + ﬂll'l Var(Y) = 0’2 Y ~ F(ﬁo + 51%1, 0'2)

Se supondré entonces que se observard una muestra de este modelo para distintos niveles de la

covariable x1, es decir se cuenta con observaciones (y1,x11), - - -, (Yn, Zn1) de tal manera que:

yi = Bo + Brxa + &

Adicionemos una hipétesis importante al modelo:

= El componente aleatorio de una observacion €; no estd correlacionado con el componente



aleatorio de otra observacion, es decir:

COU(&T@,&]’) =0 1 ?éj

Tenemos los ingredientes necesarios para hacer inferencia desde el punto de vista estadistico:
» Una distribucién parametrica Y; ~ F(8y + B1241,02)
» Pardametros desconocidos (fy, 81, 0?)

= Una muestra de observaciones de la cual queremos obtener informacién para estimar los

parametros desconocidos
., Como construir estimadores?
» Maxima Verosimilitud (Requiere saber la forma de la distribucién F)

» Momentos (Requiere variables aleatorias independientes e indenticamente distribuidas sin
embargo para fines del modelo lineal no se puede aplicar porque el modelo no asume que las

variables sean identicamente distribuidas)

» Minimos Cuadrados (Busca encontrar los valores de los pardmetros que reduzcan las dife-

rencias cuadraticas entre el valor observado y esperado por el modelo)

Obs: Para fines de notacién y unicamente para el modelo lineal simple se asumiara que z;; = z;

A continuacion discutimos los métodos de estimacién:

Estimacion por minimos cuadrados

Para entender este método olvidemos un poco la teoria estadistica y supongamos que tenemos
el siguiente problema, se busca encontrar la ecuacion de la recta Y = By + f1x que mas se ajuste
a nuestros datos.

En términos mateméticos buscamos minimizar una funcién de dos variables f : R? — R, con

la siguiente forma:
n

f(Bo, B1) = Z (yi — (Bo + 51%))2

i=1
Donde (y1, 1), (y2,%2), - .., (Yn, x,) son los datos observados. Observe entonces que estamos mini-
mizando el cuadrado de la distancia entre el valor que arroja el modelo Y y el valor observado
Y, es decir (Y — 57)2 A los estimadores encontrados bajo esta metodologia se les conoce como
Estimadores de Minimos Cuadrados.

Utilizando la correspondiente teoria de calculo de varias variables se puede probar que los

parametros que minimizan la suma de cuadrados es:
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Figura 4.16: Estaturas

Con Sy =D, (7 — f)2 Y Sey = D ey (T — T) (i — 9)
En este caso a 81 y a By se les denomina los estimadores de Minimos Cuadrados.

Ejercicio 4.5.1. Verifique que los estimadores de Minimos Cuadrados son combinaciones lineales

de las observaciones y;, es decir, pruebe que los estimadores pueden ser representados como

n

Bl = Z CiYi Bo = Z d;y;
i=1

=1

Donde ¢; y d; son constantes que no dependen de y;

En general se puede probar que los estimadores cumplen con lo siguiente:

» Los estimadores son combinaciones lineales de las v.a. yis pues:

B1=Z<xis,;x>yi BOZZ(%—<%;SB>5>%

=1 =1

= Son insesgados es decir:

s [a varianza de los estimadores es:

Var<31> = g—m Var(Bo) = (% + g_m) o2



» Se puede probar que los estimadores son los mejores estimadores lineales (BLUES). (Teorema

de Gauss-Markov)

Estimacion por maxima verosimilitud

Para poder aplicar esta técnia se require agregar el siguiente supuesto:
g~ N, (Qv JI)
. Las consecuencias de este importante supuesto son muchas, a continuacién exponemos las mas
importantes:

» Como cov (g, ;) = 0 entonces ¢; es independiente de ¢;

» Como y; = By + Biz; + €; entonces y; ~ N (By + Biz;,0%)

= Y1,...,Y, son independientes , pero no son idénticamente distribuidos.

Dado que tenemos la forma de la densidad de ¢;, entonces la funcién verosimilitud puede encontrarse

CcOo1mo:

¥ “ R - 2
(ﬁ()? /817 0-2;27 g) - | | 2:;-0-2 eXp <_ (yz /830-2 lez> )

2 " (g — B — N2
= ( 1 ) exp (— E : (yz ﬁggQ 511‘2) >

=1

Ejercicio 4.5.2. Demuestre que bajo los supuesto del modelo lineal los estimadores son insesgados,
es decir, pruebe que:

E(Bl) =P Y E(BQ) = [32;

Por el ejercicio anterior se sabe que Bl y Bg cumplen la propiedad de insesgamiento, sin embargo

en el caso del estimador para o? esto no ocurre pues:




Para solucionar lo anterior comtinmente se suele usar al estimador insesgado 62 definido como:

n

1
~2 4_A'2
J_n_22(yz yz)

i=1

Analisis Inferencial de los parametros

Hasta este momento hemos encontrado los estimadores puntuales del modelo lineal simple, a
continuacion se presenta la teoria respectiva para hacer inferencia desde el punto de pruebas de

hipétesis e intervalos de confianza

Pruebas de hipdtesis en el modelo lineal

El objetivo es contrastar hipétesis de la forma:
Hy:B81=b vs Hy:B1#b; Ho:8<b wvs Hy:08>0

Hy:81>by vs Hy:p <0b

Sacando provecho de la normalidad y de que los estimadores maximo verosimiles son combinaciones

lineales de las observaciones y; se prueba el siguiente resultado:

Sacando provecho de esta distribucion entonces se utilizan las siguientes reglas de decisién.

Si se plantea la hipotesis:
Hy:p1=b1 vs Hi:B1#b

Entonces la regla es rechazar Hy cuando |t| > 7.5 /2 donde t = =

& I
V 52z
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Figura 4.17: Regién de Rechazo

Importante: Esta es la prueba de hipétesis mas importante dentro del analisis de regresion
lineal simple pues cuando hacemos b; = 0 nos ayuda a determinar si la pendiente de la recta
ajustada es estadisticamente diferente de cero lo que se traduce en verificar si hay un efecto

de la variable X; en la variable Y.

Si se plantea la hipotesis:
Hy:p1<by vs Hy:p1>bh

Entonces la regla es rechazar Hy cuando ¢ > 7~%, donde

3, — b
,_Bizb
5-2

Szz
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Figura 4.18: Regién de Rechazo

Si se plantea la hipotesis:
Hy:81>b vs Hy:06<0b

Entonces la regla es rechazar Hy cuando ¢ < 7 ,, donde

i — b

&2

Szz
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Figura 4.19: Regién de Rechazo

Toda la teoria desarrollada hasta ahora fue para analizar el comportamiento de (31, se puede

demostrar haciendo un anélisis similar que para [, se tiene que:



Prueba Region de Rechazo
H0250§b0VSH1:B0>b0 ’BO;I]OQ>T$:§
52 (1+£)
H01502b0VSH1150<b0 50;17072<7_€_2
52(1+2)
|Bo—b0| 1—a/2
HoiﬁozboVSHliﬁo#bo —,2>Tn—2
?(rde)

Dentro del modelo lineal, la varianza de los errores 02 es un pardmetro desconocido y por tanto
también se puede llevar a cabo inferencia

Tomando en cuenta que:
Zi:1 (yi — ¥i) - XQ

o2 n—2

Se puede verificar que las regiones de rechazo correspondientes son:

Prueba Regién de Rechazo
Hy:0°<svsHy:0%>s —Z?:l(zi_gi)Z > 52 7o)
Hy:02>svs H :0%<s —Z?:I(ngif < Xig)
Hy:02=svs H :0%+#s —22;1(:;;,-—@2-)2 > 2052 —Zy:l(i”_gi)Q <2

Intervalos de Confianza

La estadistica t = % es una cantidad pivotal y por tanto puede ser utilizada para construir

S.’E.T

intervalos de confianza correspondientes:

e R
Sea




Por lo tanto un intervalo de confianza al (1 — «) % es:

(1_ l 10(/251_’_ / 1a/2>

Donde \/ se le conoce como error estandar del estimador.

En cuanto a los otros 2 parametros del modelo lineal simple se prueba que los intervalos de

confianza para [y y o2 son

A 1—a/2 A 1 j2 1 a/2 N 1 Zi'2
(60—7}52/)\/02 (E—i_Sm) 50+ /)\/02 (E—l-sm

1 n "
(mz(%—% ’ a/z)z )

n—2 =i

Analisis Inferencial de la variable respuesta

Uno de los usos mas importantes del analisis de regresion es estimar la respuesta media para un
valor particular de la variable explicativa X; = z,, es decir, estimar E(Y | X; = z,). Definamos a
x, como cualquier valor de la variable explicativa (por lo generar pedimos que z, esté dentro

del rango de las datos originales de X;), en nuestro modelo sabemos que:

Como [y vy 1 son desconocidos se sigue que el valor para la respuesta media es desconocido
E(Y | X; = x,) por lo que procedemos a estimarlo. La forma natural de estimar este valor es
enchufar los estimadores que ya tenemos para 3 , 81 en la expresion (4.20]) obteniendo el siguiente

estimador:

E(Y | X1 = 2,) = o + frz.

Surge entonces la necesidad de verificar propiedades de nuestro estimador:
= ;Es insegado?
» ;Cudl es su varianza?
» ;Qué distribucién sigue?

Bajo el supuesto de normalidad de lo errores, uno puede verificar que:



e =\2
E(Y |X1 :x*) ~ N <50+ﬁ133'*,0'2 (%‘i‘%))

De donde se concluye que E(Y|/X1\: x,) es insesgado

2 _ i wi=9:)” (n—2)52

Luego entonces recordando que & ue —5— ~ Y(n_2) entonces podemos
n—2 o ( )

probar que:

(]E(YTX?: 2) —E(Y | X, = x*)>

s (1 (=)
Vo (e )

La anterior es una cantidad pivotal y por tanto puede ser utilizada para crear intervalos de con-

~ tn-2)

fianza.

El Intervalo al (1 — a) % de confianza para la respuesta media es:

o |1 @) o s |1 (=)
E(Y |z:) = 75| 0 E+S—m E(Y [20) + 7,54 |62 | = +

Observaciones:

= La longitud del intervalo se minimiza si S,, es grande. Obs, en este contexto S,, mide la

variabilidad de las variables independientes
= Otra forma de minimizar la longitud del intervalo es colocar z, = T

= Conforme nos alejamos de Z la longitud del intervalo es mas grande, lo que se traduce a
que entre mas nos alejemos de la zona de muestreo mayor sera la incertidumbre de nuestra

estimacion.

Ahora suponga que no nos interesa estimar a E(Y | X; = z,) sino que queremos estimar el valor
directamente de la respuesta Y cuando X toma cierto valor z.
Queremos entonces una estimacion para la variable respuesta yo = £y + 120 + 9. Una estimacion

natural dadas las hipétesis que hemos venido manejando es
Yo = Po + Pro

Notemos que como yp es una nueva observacién entonces 1, es independiente de las observaciones
anteriores (yi, ..., Yy,) y como los estimadores (3,5 son combinaciones lineales de las observaciones

(y1,--.,Yn) , se sigue entonces que yo es independiente de gy, por lo tanto (yo — o) sigue una



distribucién normal. Con ayuda de lo anterior y despiies de unos pasos algebraicos se muestra que:

(Yo — 7o)

\/ 62 (1+ L+ o)

Se deduce que el Intervalo de prediccién al (1 — a%) para la respuesta cuando al variable

~ t(n-2)

independiente es una nueva observacion:

L 7_(1_%) 521+ l + (LL‘Q — ‘f)2 o + T(l_%) 211+ l 4 —(ZEO _ j)2
Yo (n—2) n Sg;gg o (n=2) n Sasac

Observaciones:

Este intervalo es similar al encontrado anteriormente solo que agrega mas variabilidad debido

a que se esta evaluando el modelo en una nueva observacion que no se tenia en muestra.

= La longitud del intervalo se minimiza si S,, que mide la variabilidad de las variables inde-

pendientes es grande
» Otra forma de minimizar la longitud del intervalo es poner xy = Z.

» Conforme nos alejamos de z la longitud del intervalo es mas grande, es decir se tiene mayor

incertidumbre.

» Tedricamente con este intervalo podemos inferir el valor de la variable respuesta para cual-
quier valor de la variable independiente, sin embargo siempre debemos tomar en cuenta el

contexto del fenémeno que estamos estudiando.

= En este caso se esta construyendo un intervalo para la variable aleatoria g, en el contexto de
inferencia clasica al intervalo que cubre a una variable aleatoria se le conoce como Intervalo

de Prediccion y no de confianza.

Validacién del Modelo Lineal Simple

Una vez estimado el modelo de regresion lineal es importante llevar a cabo la verificacion de las
hipdtesis que fueron impuestas dentro de la teoria, esto es, se tiene que verificar la linealidad de los
datos, la normalidad de los errores, la homocedasticidad y su independencia. Es muy importante
verificar todos estos supuestos previos a cualquier inferencia que se quiera hacer con el modelo

calculado.



Para verificar la hipotesis de normalidad homecedasticidad y la independencia de los errores
se utilizan los graficos de los residuos, donde cada residuo, denotado por e;, esta definido como

e; = y; — U;- Generalmente se gréfica (x;,e;).

Normalidad

Parte fundamental de la validacion del modelo es verificar la normalidad de los residuales, para
ello contamos con pruebas de bondad de ajuste, sin embargo una primera prueba se hace llevando

a cabo un histograma de los residuales y verificar que siguen una distribucién parecida a la normal.
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Figura 4.20: Prueba de Normalidad

Existen muchas pruebas para verificar la normalidad, las mas usadas son:

» Shapiro-Wilk Normality Test (shapiro.test(x))

» Anderson-Darling test for normality (ad.test(x))

» Kolmogorov-Smirnov Tests - Lilliefors (lillie.test(x))

Ejemplo:




= Shapiro-Wilk normality test
data: res
W = 0.9887, p-value = 0.558

= Anderson-Darling normality test
data: res
A = 0.466, p-value = 0.2475

Nota importante: en el contexto del modelo lineal no podemos aplicar tedricamente las
pruebas de bondad de ajuste pues se puede probar que los residuales no son independientes

lo cual es un requisito indispensable para que las pruebas funciones correctamente.

Homocedasticidad (Igualdad de Varianzas)

Generalemente para verificar que tenemos varianza constante se llevan a cabo pruebas visuales

verificando el comportamiento de los residuales conforme variamos la variable independiente

Analisis de Resi H ici Analisis de Residuales- No Homocedasticidad

40

200
1

20
100
1
°

°

R

Residuales
a
o
o
Residuales
o
&
o
o

s
-100

-200
1
°
°

a
-300
|

T T T T T T T 1
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
Variable Independiente Variable Independiente

Figura 4.21: Homocedasticidad

Existen pruebas formales para llevar a cabo el contraste (Ej. Barttlet, Levenne), pero requieren
tener definido grupos en la variable independiente X, por lo general esta prueba es utilizada en
diseno de experimentos pero podemos adaptarla al caso de regresion definiendo grupos arbitrarios,
el problema que tiene esto es que deja que el analista determine el nimero de grupos asi como el

método para formarlos, lo cual puede no ser objetivo y llegar a cometer errores.

Ejercicio 4.5.3. Se deja como ejercicio que el alumne investigue la prueba Breusch-Pagan 1y

encuentre el correspondiente codigo en R para ejecutarla



Independencia

Generalemente para verificar que tenemos independencia de los errores se suele hacer una grafica
de los residuales contra el orden de obtencién de los datos que casi siempre es contra la variable
Xy. Luego en el grafico generado se busca algin tipo de patron que evidencie la dependencia de
los errores conforme se van realizando las mediciones.

Sin embargo a veces no es facil detectar un patron por lo que se pueden aplicar pruebas
estadisticas para detectar patrones en los datos, las pruebas mas usuales son las que ttilizan la
funcién de autocorrelacién (ACF) y la prueba no pardmetrica de Rachas que va midiendo el

cambio de los signos de los errores.

Analisis de Residuales- Independencia Analisis de Residuales- Independencia
g g
N B
. : \ || u
B ° [
. . e i \\ | |
ad .. . R |I ‘I | I ‘I‘rl‘ HIll'
N ‘|‘|' ‘ In ] \L
2 o 2 | N | |1
3= e c e ”«o% P &257 J| I‘J"’\"ll \ [\ I\\I||'|- | “l I_|||I|‘I||I { ||‘ I‘
=1 fon @ % @ B -] | ||’ \|\,\||"- 1l ‘l | | |H || |
F an ® @ \| IR | | |
& ® B LI o @ & & ‘ I I | | I
- - . g | I I VUL Y
R . ° e A & l || \ |
- s \ | ‘
oo F
3| 3 ‘
B
T T T T T T T T
10 5 o L 10 10 5 o 5 10
Wariable Independiente Wariable Independiente
Analisis de Residuales- Independencia Analisis de Residuales- Independencia
B
F . S
a
. . : | \ \ | |
2 | a ) . s et o o . ® H N I! \|| l | | | H ‘ |
3 Lt e SRR LI | ||m
H ot e . s C : 7 | ~|I\--' || ‘HH \|‘| |\
o e w00t ™ . . g e IJl‘\njll\u‘”flﬂ |\|||““n|u||||w -| I-"\J|I ‘H[‘ ||l|| | |
AR . e e | | ||
. _ EE . ot ! \I [l \ \
EE . : . e . s |
. . . H
o
T T T T T T T T
=10 -5 o 5 10 -10 -5 o 5 10

Wariable Independiente Wariable Independiente

Figura 4.22: Rachas

» Funcién de Autocorrelacién (ACF). En estadistica, la autocorrelacién de una serie de datos
discreta de un proceso X; no es mas que el coeficiente de correlacién de dicho proceso con una
version desplazada de la propia serie. La forma en como se calcula es la siguiente: suponiendo
que tenemos a la serie de datos (eq,es,...,e,) entonces la funcién de autocorrelacién con
rezago k se obtiene como:

i (ei—e) (eik— @)

> i (e — é)2

Si pi. se aleja del valor 0 hay evidencia de que cada k observaciones hay un patron de los resi-

Pk =

duales pues dichas observaciones estan muy correlacionadas lo que implicaria dependencia de

los residuales. La idea entonces es contrastar la hipotesis pr = 0 vs p, # 0, afortunadamente



R tiene programada la prueba en la funcién acf

Otra forma que tenemos de verificar que los residuales son independientes es probar la aleatoreidad
con la que van cambiando de signo los errores, si los residuales son independientes se esperaria que
el cambio de signo del residual conforme se va obteniendo la muestra es aleatorio.

Se considera una Racha de tamano k a la secuencia de k de valores consecutivos de un mismo
signo siempre y cuando estos sean precedidos y seguidos por valores con signo opuesto a la de la
Racha.

+7+a ) +a _
N

La idea de la prueba es contar el nimero de rachas en la muestra, luego un niimero reducido o
grande de rachas es indicio de que las observaciones no se han obtenido de forma aleatoria .

Si la muestra es grande y la hipdtesis de aleatoriedad es cierta la distribuciéon muestral del niimero
de rachas R, puede aproximarse mediante una distribucién Normal de parametros:

27’Ll’fl2

2n1na(2ning — n
HRr = O'%z = ( )

n n?(n—1)

La prueba de Rachas se encuentra programada de R y se encuentra dentro de la libreria tseries
bajo el nombre runs.test, esta funcién recibe un vector con valores binarios indicando el signo
del residual.

Ejemplo:

library(tseries)

runs.test(as.factor(res>0))
Runs Test

data: as.factor(res > 0)
Standard Normal = 0.004, p-value = 0.9968

alternative hypothesis: two.sided

library(tseries)
runs.test(as.factor(res2>0))

Runs Test

data: as.factor(res2 > 0)\\
Standard Normal = 9.8499, p-value < 2.2e-16\)\
alternative hypothesis: two.sided\\
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Ejercicios

Ejercicio 4.5.4. Sea Bl Y BO los estimadores Mdzimo Verosimilies encontrados en el modelo de

regresion lineal simple, demuestre que:

]E(BO) = 5o Var(B()) = <% + 5;) o2

Ejercicio 4.5.5. Se tiene el modelo de regresion lineal simple y = o + 1z + ¢, con E(g;) = 0,

Var(e;) = 0% y tal que cov(e;,e;) =0 con i # j Demostrar que:
D_vi= b
i=1 i=1
Z$iei =0= Z@iei
i=1 i=1

2

OOU(BO7BI) - _»S:ZZ
CO’U(y, Bl) =0
i=1

E (Z (i - @2) — 0%+ BiS

i=1
Donde y; = Bg + lei y e; es el residual i, es decir e; = y; — U;

Ejercicio 4.5.6. Se tiene el modelo de regresion lineal simple:

y=Po+ Pix+e

Suponga que By es conocido, observe entonces que el unico pardmetro a estimar es [

s Determinar el estimador de 1 por minimos cuadrados para este modelo.

» ;Cudl es la varianza del estimador de la pendiente que encontro en el punto anterior? Com-

pare esta varianza con la varianza del estimador (1 cuando el valor de Py es desconocido.

¢ Cual tiene menor varianza?

Ejercicio 4.5.7. Regresion por el origen Suponga que se tiene el siguiente modelo lineal:
y=pBx+e e~ N(0,0%)

Es decir, el modelo asume que By = 0 por lo que la recta ajustada siempre pasa por el origen.



= Encuentre el estimador Mdzimo Verosimil para 3, y o
» Clalcule la esperanza y varianza del estimador de (5,
» s Como se distribuye el estimador para By y con qué pardmetros ?

Ejercicio 4.5.8. En el modelo de regresion lineal se define el coeficiente de determinacion como

R? = %, por otro lado se define el Coeficiente de Correlacion de Pearson como :

r—= Z?:l(xi — )y — 9) _ Sy
\/ 2 i (i — j)2\/ S (yi—g)° VSO

Demuestre entonces que:

r’ = R?

Ejercicio 4.5.9. Intervalo de Confianza para [, . Considere el estimador mdzimo verosimil

para Bo.
= Demuestre que: Bo ~ N (507 (% + S%) 02)

2

2?21(@121*@1)2 _ (n=2)

: ~ 2 .
s Asumiendo el hecho que = 50" ~ X;_a, demuestre que:

Bo — Bo

52 (1 4 &2
g <n+Szz>

~ T(n-2)

» Observe que lo anterior es una cantidad pivotal, muestre entonces que un intervalo al 100(1—

a) % de confianza para By es

A 1-a/2) |4 1 z2 - 1—a/2) | . 1 2
(et o (e ) ot o (o5

Ejercicio 4.5.10. Intervalo de Confianza para o* . Dentro del modelo lineal simple, la va-
2

rianza de los errores o es un pardmetro desconocido y por tanto también se puede llevar a cabo

inferencia sobre €l.

Tomando en cuenta que:

22;1 (yi — ?Ji)2 N (n—2) ., o2
0_2 - 0_2 o Xn—?

Demuestre entonces que un intervalo al 100(1 — ) % de confianza para o* es:

n

1 L, 1 AN
(mz@—%) 7mz<yi—%>>
X Xn—2 = =1

n—2 i=1



Ejercicio 4.5.11. Una empresa dedicada a la venta de equipo deportivo desea modelar su ventas
mensuales para pronosticar las ventas del siguiente mes. (La base de sus ventas se puede descargar
desde este link)

» Ajuste un modelo lineal de la forma

y=Po+ bix+e

y calcule la suma de los cuadrados de los errores.

» Se sabe que la venta de articulos deportivos tiene una periodicidad de 2 anos (48 meses) por

lo que se propone ajustar un modelo de la forma de la forma:

. 2w 2
y = Bo + Bisin (Ex> + Bacos <@x> +¢€

Ajuste el modelo por medio de minimos cuadrados haciendo uso de la funcion nlm(). Una

vez ajustado calcule la suma de los cuadrados de los errores
= De los dos modelos cual eligiria y cual seria su pronostico de la venta del siguiente mes.

Ejercicio 4.5.12. La tabla FootballLeague.csv contiene los datos sobre el desempeno de los equipos
de la liga nacional de futbol de E.U.A. durante 1976. Se sospecha que el nimero de yardas ganadas

por los oponentes (Variable xg) tiene un efecto sobre el nimero de juegos ganados (Variable y).

Ajuste un modelo lineal simple que relacione el nimero de juegos ganados con el nimero de

yardas ganadas por los oponentes, es decir ajuste el modelo:
Yi = Po+ Pras + ¢

» Construya el intervalo de confianza («=0.05) para By. Verifique si el 0 estd en el intervalo
construido, dada la informacion obtenida ; Puede asegurar que el numero de yardas ganadas

tiene un efecto sobre el nimero de juegos ganados?
» Construya el intervalo de confianza (a=0.05) para By.
= Bajo el contexto de este problema, ;Cudl seria la interpretacion que se le daria a By ?

= Construya un intervalo de confianza («=0.05) para . (Punto Extra. Encuentre el intervalo

de confianza con menor longitud)

s Construya la tabla ANOVA correspondiente y lleve a cabo la prueba de hipotesis

HO:&:O vs leﬂl#()


http://www.dpye.iimas.unam.mx/soriano/REGRESION_2016_2/NOTAS_PROGRAMAS/VentasMensuales.csv
http://www.dpye.iimas.unam.mx/soriano/REGRESION_2016_2/NOTAS_PROGRAMAS/FootballLeague.csv

Obtenga el p-value de la prueba. Tomando (o = 0.05) sRechazaria Hy?
= s Qué porcentaje de la variabilidad total de y es explicada por el modelo que ajusto?
» Encuentra un intervalo al 95 % de confianza para E(Y | X = 2000).

» Encuentra un intervalo al 99 % de confianza para el numero de juegos ganados para un equipo

que logro que sus oponentes ganasen 2072 yardas

Del modelo ajustado en el punto anterior lleve a acabo un andlisis de los residuales, es decir

verifique lo siguiente:
» Normalidad de los Residuales (Bondad de Ajuste)
» Homocedasticidad

» Independencia (ACF, Prueba de Rachas)

Ejercicio 4.5.13. La siguiente tabla ANOVA fue obtenida por un paquete estadistico:

anova(lm(y~x))\\
Analysis of Variance Table\\

Response: y

Fnte. de Var. || Df. | Sum Sq | Mean Sq | F value | Pr(>F)
T 1 | 20.107| 20.1069 | 4.1248 | 0.05649
Residuals 19 | 92.618 | 4.8746

Total 1 4

Se sabe a demds que S, = T70. Responda lo siguiente:

s ;Con cuantas observaciones se hizo el ajuste?

» Tomando o = 0.05. sRechazaria la hipdtesis Hy : 1y =07
» De un estimador insesgado para o>

» Construya un intervalo de confianza al 95 % para o
= ;Cuanto vale Sy, = S (y; — §)*?

» De un estimador para ||

s Calcule el error estindar del estimador de [y

» ;Qué porcentaje de la variabilidad es explicada por el modelo?



Ejercicio 4.5.14. Considere el modelo de regresion lineal y = 50 + 10x + ¢, donde € ~ N(0,0% =
16). Genere 1000 muestras den = 19 observaciones cada una tal que x € {1,1.5,2,2.5,3,...,9.5,10}.

» Para cada muestra calcule los estimadores mdximo verosimiles (BO,Bl) de tal forma que
se obtengan 1000 estimaciones para By y 1000 estimaciones para (1 y elabore un par de
histogramas. ; Los histogramas que obtiene son congruentes con la teoria que indica que ambos

estimadores siguen una distribucion normal?

» Para cada muestra calcule un intervalo al 95 % de confianza para (1. ;Cuantos de estos

intervalos contiene al verdadero valor $; = 107

» Para cada muestra, encuentre el estimador de E(y |z =5). Construya un histograma. FEl
histograma que obtiene es congruente con la teoria que indica que el estimador siguen una

distribucion normal?

» Para cada muestra construya un intervalo de confianza a

4.5.2. Analisis de Regresiéon Multiple

Ahora nos enfrentamos al problema de tener k funciones de las covariables y una variable

respuesta. Entonces se plantea ajustar un modelo lineal de la forma:

Y = Bo + Bis1(z;) + Basalz;) + -+ + Brsk(z;) + &

Donde definiendo:
zi;=s;(z) ie€{l,....,n}; je{l,... k}

se transforma en el modelo:
Y = 6o+ Brxia + Boxio + -+ - + Brzir + €

Donde ¢; una variable aleatoria que representa el error en la relacion. (; son parametros des-

conocidos en el modelo y tales que
ei~F(0,0°) E(g)=0 wvar(e)=o%

Obs: Note que las k funciones de las covariables z dan origen a k variables que denotamos por =z,

de ahi que digamos que se ajusta un modelo con k variables.

Supongamos entonces que observaremos n observaciones de las k£ funciones de las variables



explicativas con su respectiva variable respuesta, es decir:

yi = Bo+ bz + Barie + ..o+ Brrak + €1
Yo = Po+ Lo + Poxoe + ...+ BrTak + €2

Yn = BO + lenl + 523:712 + ...+ Bk‘xnk +en

En nuestro modelo general nuevamente impondremos la hipotesis de no correlacion entre los errores,
es decir Cov (g;,€5) = 0 con ¢ # j. Se plantea el problema entonces de encontrar los k42 parametros

asociados al modelo lineal:

(50,51, s 75k;‘72)

Para facilitar notacién y dar una solucién mas elegante al problema se establece la siguiente
notacién matricial. (p =k + 1)
Y=Xp+¢
Donde:
Y1 I z11 %2 -+ 2z €1
Y2 I my ®yp -+ Ty €2
Yn nxl 1 Tnl Tp2 -~ Tk 5 En nxl
El vector de parametros:
Bo
b
="
Br)

A continuacién se discuten los métodos de estimacion para este modelo general.

Estimacion por minimos cuadrados

El objetivo de esta técnica es minimizar la diferencia al cuadrado entre los valores reales y los

ajustados por el modelo, para ello definamos el vector de valores ajustados como:

Yy =X

>

Luego entonces el objetivo es minimizar respecto a [ a la siguiente expresion:



1(3) = Y-t = (v-1) (v-¥) - (v-x5) (v-x5)

=1

— Y'Y — 2§tXtX + @tXtXé

Utilizando técnias de calculo vectorial se prueba que el estimador por minimos cuadrados se obtiene

al solucionar la denominada ecuacion normal:

X'Xj3 =X'Y (4.21)

5= (XX)"' XY (4.22)

Debe notarse que los estimadores BZ son combinaciones lineales de las variables respuestas y que
se tiene solucién tnica a la ecuacién normal cuando la matriz XX tiene inversa lo cual ocurre si y
sélo si X tiene rango completo. (Tarea: Investigar cuando una matriz tiene rango completo) lo que
equivale a pedir que las variables (X7, Xs, ..., X}) son linealmente independientes. Esto impone
una nueva hipétesis al modelo lineal, la cual nos indica que una variable no puede ser combinacién
lineal de otras, en caso de que esto ocurra, se debera analizar el modelo y reducir el nimero de
variables.

Se prueba entonces que el estimador por minimos cuadrados esta dado por é = (XltX)_1 XY,
luego como Y = Xé entonces:

Y =X (X'X)' XY,
Si se define:
H-X (X'X)' X'

Entonces se tiene que Z = HY. En la literatura a la matriz H se le conoce como la matriz
sombrero (hat) y tiene la propiedad de mapear al vector de valores observados en el vector de
valores ajustados. Algunos resultados importantes del modelo requieren tener conocimiento de
vectores aleatorios y algebra matricial por lo que se invita al lector estudiar la seccién de temas

especiales de regresion.
= H es simétrica

H es idempotente (HH = H* = H)

El vector de residuales e pueden expresarse como ¢ = (I — H)Y

E(Y)=E(X5+¢) = Xp



= Var(Y) = Var(X +¢) = Var(e) = Io?
» (Insesgamiento de é)

E(3) = E((X'X)'XY) = (XX) " X'E(Y)
= (XX) XX =p

» (Matriz de Varianzas- Covarianzas para é)

var(8) = Var((X'X)7'X'Y)

= (X'X) 1XfVar(x)((XtX)’1Xt)t

e
- (X'X) XX (XIX)
= o2 (xXX)"

Observe que si C = (XtX)_1 entonces Cov <BZ, BJ> = ch(iﬂ),(ﬁl) donde c(j11),(j+1) es el elemento
(i+1),(j +1) de la matriz C, con i, € {0,1,...,k}
Teoricamente se puede mostrar ademas que el vector de estimadores @ cumple con la condicion

de ser mejor estimador lineal insesgado. (Teorema de Gauss-Markov)

Estimacion maxima verosimilitud

Hasta ahora las hipotesis que hemos utilizado en el modelo lineal son:

La matriz X es de rango completo Rank(X) =p

€; es variable aleatoria con distribucion F' para toda ¢
L] ]E(&TZ) =0

» Var(g;) = 02 (homocedasticidad)

Cov(gi,e5) =0 1#7j
Ahora impondremos una condiciéon fundamental para el desarrollo de toda la teoria inferencial.
= ¢ sigue una distribuciéon Normal Multivariante.
Consecuencias:
" g, ~ N(0,0?)
» ¢; es independiente de ¢;

m g Nn (Qa 0-2171)



= Como Y = X/ + ¢ entonces Y ~ N, (X3, 0%1,)

Dado que ahora conocemos la forma de distribucién de Y, podemos encontrar la funcién de vero-
similitud

Y ~ N, (Xﬁ, o’L,) = f (¥; B, 0%) = me—é(ﬁf—xﬂ)t(”%n)l(ﬁf—x@

-1

Como |0%L,| = 0® y (¢°I,)" = 21, entonces la verosimilitud es:

% —3h (v—x8)" (v-x8)

Z (ﬁ, 02;X) = (2%02)

Maximizando con respecto a (5 , 02) se puede concluir que:

By = (X'X) ™' XY

La ventaja de la estimacion por maxima verosimilitud es que nos permite encontrar un estima-

dor para el pardmetro desconocido o

9 (K o XéMv>t (X - XéMV)

Opmy =

Definiendo X = Xé Ay Entonces:

A\t .
(y-v) (v-v) ;g )
5 Z (i — 0i)
i=1
Dado que el estimador mdximo verosimil para 3 coincide con el estimador por minimos cuadrados

entonces:

~

E(B,,) =8 Var(B,,) =0 (XX)"

Luego como Y ~ N, (Xé, 02In) y como éMV = (XtX)_1 X'Y se sigue que:

éMV ~ Ny (ﬁ’ o’ (XtX)_1>

Una propiedad que tiene este estimador es que es sesgado



Sin embargo a partir de la expresion anterior facilmente se puede encontrar un estimador insesgado

para o>

A\t ~
2y <X_X) (X_X> _ > i (?/i_@i)z
0° = o =
n—p n—p n—p

Analisis Inferencial de los parametros

Hasta este momento hemos encontrado los estimadores puntuales del modelo lineal multiple, a

continuacion se presenta la teoria respectiva para hacer inferencia correspondiente.

Pruebas de Hipotesis

En el modelo de regresion lineal multiple podemos llevar a cabo pruebas de hipdtesis para los
parametros de forma conjunta o individual, en esta seccion se resuelve el caso individual.

El objetivo es contrastar hipétesis de la forma:
Hy:Bi=0; vs Hy:B;#0b; Ho:Bi<b wvs Hy:p >0

H()ﬁzzbz VS Hliﬂi<bi iE{O,l,...,k}

Como é v ™ N, <§, o? (XtX)_l), entonces haciendo C = (XtX)_1 y definiendo C;; al elemento
(1,7) de la matriz C € RP*P se tiene que:

~

; B — B
Bi~ N (/82‘>020(i+1)(i+1)) =
\ O'QC(i—l—l)(i-i-l)

~N(0,1) i€{0,... k}

De donde es posible mostrar que:

~

PO ~ Ty 1€{0,... Kk} (4.23)

02 Cli1)(i+1)

La expresion (4.23) es muy util pues a través de ella se obtienen las regiones de rechazo para las

pruebas individuales como se muestra a continuacion.

H()Z,Bizbi (5] Hlﬂz?ébl



1—a/2 5 b,
La regla es rechazar Hy cuando [t| > Tn,a/ ,donde t = —SBi=bi
b V2Cht1y 1)

T Distribution Two-side
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Dty
02

Figura 4.24: Regién de Rechazo

Importante: Esta es la prueba de hipdtesis mas importante dentro del anélisis de regresion
lineal pues cuando hacemos b; = 0 nos ayuda a determinar si la variable asociada a ese
coeficiente es estadisticamente diferente de cero lo que se traduce en verificar si hay un

efecto de la variable z; en la variable Y.

Cuando se plantea la hipotesis:
Hy:B8;<b; vs Hi:B3 >0
La regla es rechazar Hy cuando t > T%:;‘, donde

% — bi
= AB ;

U2C(i+1)(i+1)
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Density
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Figura 4.25: Regién de Rechazo

Cuando se plantea la hipotesis:

Hy: B >b; vs Hp:B <b

La regla es rechazar Hy cuando ¢t < 7', donde

o Bt
V&2 Cirnety)

T Distribution alpha

0.3
|

Density
0.2

0.1

0.0

B

Figura 4.26: Regién de Rechazo

En el modelo lineal multiple teoricamente también podemos hacer inferencia para el parametro



0%, en cuyo caso nos apoyaremos fuertemente en el siguiente resultado:

e D

(-2)(¥-9) yr ogr
o2 o2 Xn—p

Con ayuda del resultado anterior se puede determinar las siguientes regiones de rechazo:

Prueba Region de Rechazo
Hy:0°<svs H :0%>s —Z?:l(zi_‘@i)z > X,zzilpfa)
Hy:02>svsHy:0%<s —22;1(:;;1-—@71-)2 < Xig.)
Hy:02=svs Hy: 0% +s Z?:l(i/r@i)Q > Xiﬁlp—aﬂ) o Z?:l(zrﬁi)Q < Xiﬁc]vyﬂ)

Un problema que tienen la pruebas a cada coeficiente es que da por hecho que los restantes
coeficiente estan en el modelo, surge entonces la necesidad de desarrollar una teoria para pruebas

de hipdtesis de un subconjunto de coeficientes. Consideremos el modelo lineal general:
Y=Xp+¢

Queremos determinar si un subconjunto de tamano r < p contribuye en la regresion, para ello

particionemos al vector de coeficientes y la matriz X como sigue:

B= (%) X = <X1 X2>(n><k)

Donde (37 es un vector con p—r entradas y 5 es un vector con r entradas mientras que la particion
de la matriz X hace que X; sea una sub-matriz de n x (p — r) mientras que X, es una sub-matriz

de n x r. Con esto el modelo lineal general puede expresarse como:
Y = Xy By + Xofhy + £
Nos interesa una prueba de hipétesis de la forma:
Hy:B.=0 ws Hi:B#0
En términos de modelos estamos haciendo una prueba como sigue:
Hy: Y =X fi+e vs H Y =X +Xp5+e

Queremos entonces una estadistica de prueba que nos ayude a determinar si los coeficientes dentro

del vector 5 son significativos. Para dar solucién al problema nuevamente recurriremos a la des-



composicién de la suma de cuadrados. Para el modelo completo Y = X3 + ¢ sabemos que SCFE
es una medida del error del modelo completo, llamemos SCFEy, a dicha suma. Ahora ajustemos
el modelo reducido bajo Hy es decir elaboremos la tabla ANOVA del modelo ¥ = X3 + ¢, con
dicha tabla encontramos la SCE asociada y la denominamos SCEp, la cual es una medida del

ajuste del modelo reducido (bajo Hy). Definamos ahora SCEy,|x, como
SCEw, g, = SCEp, — SCEg,

Intuitivamente SC'Ey, g, mide el error que logramos explicar por haber incluido los coeficientes
de 32 al modelo y por tanto entre mas grande sea este ntiimero hay evidencia de que Hy deberd ser
rechazada. Se puede probar usando formas cuadraticas que:

SCEuym, SCEy, —SCEg,

= Y
2 2 T

o o

Donde recordemos que r son el nimero de parametros que tiene el vector (5, luego entonces siendo

consistentes con lo que hemos estado haciendo, la estadistica que surge para probar la hipotesis es:

T JCE (SO Ey, — SCEy,)

F=—tr = ~ Ty
S (yi—9:)? ré2 (rn—p)
o?(n—p)

Luego entonces el procedimiento para hacer la prueba es el siguiente:

Suponga que se plante la hipotesis:
H()I@:Q vSs Hlé#g

Entonces la forma en como se procede es:

Sr L (yi—9:) 2

n—p

= Ajustar el modelo completo y calcular SCEy, y SCME :=
» Ajustar el modelo reducido bajo H, donde encontramos SC Ep,

» Calcular el estadistico F y compararlo con el cuantil %, Donde:

rn—p
o SN (0B, SOEw)
- Z?:l(yi_gi)2 - TOA-2 (T.’n*p)
o2(n—p)

A continuacién plantearemos un caso particular muy importante para el modelo lineal. Supon-



gamos que particionamos al vector de pardmetros # como sigue:

A
=) n=|7

B

px1

La prueba de hipétesis asociada bajo esta particion se le conoce como prueba de significancia
de la regresion y es calculada por casi todos los paquetes estadisticos con el fin de determinar si

existe una relacion entre las variables explicativas y la variable respuesta:

Hy:81=0=...,=0 H;:p;#0paraalgin j e {1,...,k}
En este caso particular el estadistico de prueba asociado toma la siguiente forma:

S (5i-9)° o o

_ TPen - (n=p)Yi (i — )
F — n A N2 T n A \2 ~ Lg.(p_lvn_p)

Zigii) (p—1) 35, (v — )

o?(n—p)

Luego entonces rechazamos Hj si el valor de nuestra estadistica F' es mas grande que el

cuantil Fp_1,5_p)

\. J

La prueba F' que mostramos es sin duda muy importante en el analisis de regresién pues nos
indica si realmente existe algin tipo de efecto entre las variables independientes y la variable
respuesta, si no rechazamos esta prueba y nos inclinamos por decir que Hy es cierta entonces el
modelo de regresion que estamos planteando no es vélido. Debido a su importancia, esta prueba

esta programada en practicamente en todos los paquetes estadisticos y se encuentra resumida en

la tabla ANOVA.

Var. S. C. G. Lib S.C.M. F
no o/ _\2 " (@i—y)” n— T (@i—9)°
SCR) | X0, (5 —9)° | p—1 | BRE | Gnlel

(

(SCE) | S0, (i — 9 | n—p | D@l
n .

(SCT) Z?:l (yi — g)z n—1 2 i1 (Wi—¥i)

n—1

En resumen, la tabla ANOVA nos ayuda a contrastar la hipotesis mas importante de la regre-
sion.
Hy:b1=pr=...0,=0 H;:p; #0paraalgin j € {1,....k}

Y se rechaza Hj al nivel de significancia « si el valor del estadistico F' toma valores mas grandes

ﬁl—a

que el cuantil (r—1n—p):



F Distribution (3,10) One-side
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Figura 4.27: Regién de Rechazo

Por otro lado, el coeficiente de determinacion es un nimero entre 0 y 1 que comtinmente arrojan
los paquetes estadisticos y lo denotan como R? el cual sirve como una medida del ajuste del modelo.

Este valor puede ser obtenido de la siguiente manera utilizando la Tabla ANOVA:

SCR SCE

2_—: —
R—SCT SCT

El coeficiente de determinacion tiene el problema de que siempre crece conforme vamos in-
cluyendo mas variables lo cual crea un conflicto al momento de querer seleccionar modelos pues
si utilizamos al coeficiente de determinaciéon como un indice para determinar el mejor modelo
caerfamos en la regla de ajustar siempre el modelo con mayor niimero de variables lo cual no pude
ser siempre lo mejor pues sobreparametriza el modelo. Para resolver este problema los paquetes
también arrojan un coeficiente de determinacion ajustado que penaliza el nimero de variables que

tiene el modelo. Se define como:

SCE/(n—p) 1 SCME

[0 W ettt B Ay [ ———
Adj SCT/(n—1) SCMT

El caso mas general de pruebas de hipotesis es el siguiente:
H()ZTﬁ:Q vs HlTé#Q

Donde T es una matriz de (r x p). Este tipo de pruebas surgen cuando queremos verificar si
alguna combinacién lineal de los paramétros es igual cero, por ejemplo, suponga que tenemos que

el modelo lineal:
Y =By + 51Xy + BoXo + B3 Xs + Bu Xy + ¢



Y queremos plantear la hipotétesis

Hy:B1+085=0 vs Hi:Bi+P3#0
Entonces definimos T como sigue:

T = (o 10 1 o) = T8 = pi+ B3

La forma de atacar este problema es similar, es decir ajustar el modelo reducido y completo, extraer
una medida de ajuste de cada modelo y comparar su diferencia con un cuantil de la distribucién
. Queda fuera del alcance del curso para mas informacién revisar el libro Introduction to Linear

Regression Analysis en la seccion 3.3.4.

Intervalos de confianza

La expresion (4.23) es una cantidad pivotal y por tanto puede ser utilizada para construir

intervalos de confianza: i € {0,1,...,k}

P(—TIZ“/Q< bi — b <Tl“”/2> =1-a

T 62y

< \/ z+1)(1+1 1 a/2 < ﬁz < ﬁz \/ z+1)(1+1 1 a/2> =l—-«

Por lo tanto un intervalo de confianza al (1 — a)) % es:

1 a/2 5 A 1—a/2
<Bz \/ z+1)(z+1 52 \/ U2C(i+1)(i+1)7—n—p/ )

Donde /52C(i41y(i+1) se le conoce como error estandar del estimador.

Por otro lado el intervalo de confianza para o2 es:

1 & 2 1 .
(WZXWW a7 D Wi = 9)
X = Xn—p =1




Analisis inferencial de la variable respuesta
Consideremos una observacién de las covariables (X7, Xa, ..., X;) y construyamos al vector z,

a partir de dicha observacion:

Zo1

Loy = T2

Lok

Supongamos que ahora queremos hacer inferencia de la variable respuesta y dado que se observa

Z,, el valor ajustado por nuestro modelo para este punto es el siguiente:

Jo = Bo + Brzor + . .. + Brzo Zféé

Queremos encontrar un intervalo para E(y | z0), queda claro que por ser é insesgado que gy también

un estimador insesgado para E(y | z,), en efecto pues:
E(go) = E(@Eé) = z(E (ﬁ) =258 = E(y | z,)
Por otro lado su varianza es:
Var(gy) = Var (géé) = zpVar (é) x, = o’zh (X‘tX)_1 Z,
Surge la pregunta de saber como se distribuye g, como é = (XtX)_1 X'Y entonces:
jo = zh3 = 2f (X'X) ' X'Y = CY

Como Y es un vector normal-multivariado se sigue que gy sigue una distribuciéon normal, luego

entonces concluimos que:

go~ N (E(y |2,) , 0%h (X'X) ™" 2

Por lo tanto: .
Yo — E(y |£0)

~ ~ N(0,1)
\/02% (X'X) "z
Asumiendo que (n — p)g—z = M ~ X?nfp) entonces:
Jo — E(y [zo)
~ T(n—p)

\/ a2l (XX) ™

La cual ya es una cantidad pivotal de donde construiremos el intervalo de confianza para la res-



puesta media E(y | z,).

P _7_(1*% < Yo — E(y | o)

< < AN [ R
\/ 2h (X'X) ™

(n—p)

Despejando obtenemos que el Intervalo al (1 — «) % de confianza para la respuesta media es:

N -2y 1 -1 . = -1
(yo — 0B o2 (XUX) ™ g, o+ 724/ 6%k (XIX) @0)

Ahora supongamos que queremos construir un intervalo de prediccién para una nueva obser-
vacion yo (cuando las covariables toman el valor de z,,) Sabemos que una estimacién natural para

la variable respuesta 1, es

~ ¢ 3

Yo = _oﬁ
Notemos que como yp es una nueva observacién entonces gy es independiente de las observaciones
anteriores (y1,...,¥y,) y como los estimadores [, ..., f; son combinaciones lineales de las obser-
vaciones (y1,...,Yn) , Se sigue entonces que 7, es independiente de g, por lo tanto (yo — 7o) sigue

una distribucién normal. Luego como:

E((o —60) = E(zb8+e0 - 2hB) =0
Var((yo — 90)) = Var(y) + Var(go) = o2 + Var(géé)
1

= o+ o%x) (XtX)i z
= o° (1 + ()UX)_1 %)

Finalmente hemos probado que:

(90— o) ~ N (0,0 (142 (X'X) "y ))

~ n 52
Asumiendo que (n — p)g—z = Z’Zﬁ# ~ X?’n—p) entonces:
(%o — %) ;
™~ Un-p)

\/52 (142 (XX) " )



De donde obtenemos una cantidad pivotal para construir el siguiente intervalo de confianza

para nuevas observaciones:

Q

1—2)

(z}o - T((nif )\/5' 2+ 62k (X'X) ™ 2o, 90 + T((nfp) 62+ 6%h (X'X) ™ zo)

=

Observaciones de los intervalos de confianza:

= Este intervalo es similar al encontrado anteriormente solo que agrega mas variabilidad debido
a toma en cuenta la variabilidad de los estimadores asi como de la variabilidad que tiene el

modelo en su definicién &g

= Hay que tener mucho cuidado con la extrapolacién como se muestra en la siguiente grafica

Tasa de Infeccion en Meses

100
,

Tasa de Infeccion
N,

1] o0 20 0 40
Meses

Figura 4.28: Problemas con extrapolar
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Figura 4.29: Problemas para extrapolar

Al hacer inferencia sobre nuevas respuestas en un punto dado zf, se debe de tener cuidado de
la extrapolacion pues es posible que los datos ajusten bien pero solo en la regién en donde se toméd
la muestra y no fuera de ella. Surge el problema de como determinar la regiéon donde el modelo es

valido. Ejemplo, supongamos que tenemos solo dos variables explicativas:

X3
Intervalo Flpg IF nd
original de c?gé?a?ose
}ﬁl’g orignales
[ %o pmmmmm - E
L] L]
)
]
1
L]
1
n 1
]
c
Xa1 M
o -—— |ntervalo ———
o ariginal de
% .

Figura 4.30: Regién de extrapolacion

Necesitamos encontrar la regién minima en el espacio de las variables explicativas que contenga

a todas las observaciones en muestra. Encontrar dicha region es dificil por lo que se estila encontrar



a la elipse de menor area que cubra a todos los puntos Cook [1979] y Weisberg [1985], consideran

esta elipse
2" (X'X) " 2 < hynas

Donde hpap := max {hi1, ... hnn} vy hi; son los elementos de la diagonal de la matriz Sombrero H.
Ellos demuestran que esta elipse encierra a todos los puntos de la muestra pero no garantizan que
sea la minima, sin embargo es una buena aproximacion para solucionar el problema.

Luego entonces, suponga que queremos inferir a y en el punto z), para verificar si nuestra prediccién
es valida, tenemos que calcular:

hoo = @6 (XtX)il Zo

Luego si:
= hgg > hpmae entonces, g estd fuera de la region de muestra

= hog < hae entonces, xg esta cercano a la regién de muestra por lo que la estimacion de y se

considera buena

4.5.3. Validacion del Modelo Lineal Multiple

En General, no se pueden detectar desviaciones respecto a las premisas basicas examinando
los estadisticos estdndar de resumen como por ejemplo los estadisticos ¢, F' o R?, para validar

correctamente el modelo se tiene que revisar los siguientes puntos:

La relacién entre la respuesta y y los regresores es lineal, (al menos en forma aproximada)

Independencia (ACF, DurbinWatson, Rachas)

Varianza Constante (Homocedasticidad, Barttlet, Levene)

Normalidad (QQPlot, Historgramas )

Multicolinealidad

QOutliers y observaciones influyentes

Linealidad

Recordemos que el modelo lineal que ajustamos es de la forma:

Yi = PBo+ Pixi1 + ... + Brrir + &

Si k =1 (Modelo lineal simple) es relativamente fécil verificar linealidad, basta con realizar una

grafica de los puntos (y;, x;1) para verificar si en realidad existe una recta asociada a la relacién.
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Figura 4.31: Relacion Lineal

Cuando tenemos 2 o mas variables explicativas la verificacion de linealidad se complica debido
a que se requiere graficar en dimensiones mayores. Una solucion inicial al problema es graficar
cada una de las variables explicativas contra la variable respuesta y verificar ahi la linealidad,
sin embargo dichos graficos pueden llevarnos a conclusiones erréoneas cuando los coeficientes tienen
magnitudes distintas. En la siguiente figura se muestran las graficas de las covariables vs la variable

respuesta de un modelo lineal
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Figura 4.32: Relacion Lineal

Para solucionar esto recurriremos al andlisis de residuales parciales. Supongamos que queremos
ver si existe una relacion lineal entre la variables X, y Y, entonces lo que hacemos es ajustar el

modelo eliminando a la variable X, del modelo, luego encontramos los residuales de dicho modelo
(@)

(denotamos por e;”’) y luego graficamos esos residuales contra los valores de la variables X, es



decir visualizamos los puntos [ x; e\?). Si 1a relacién es lineal entre X, v Y se espera que esta
q1 1 q
grafica de residuales parciales presente una relacién lineal, en caso contrario, es una indicacién de

que esa variable posiblemente necesite ser transformada para ayudar al ajuste.

Component + Residual Plots
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Figura 4.33: Residual Parcial

Independencia

En el modelo de regresion lineal simple se plantearon las pruebas para identificar independencia
utilizando el ACF (Funcién de autocorrelacién ) asi como la prueba no pardmetrica de Rachas.
Otra prueba muy utilizada para la identificacién de independencia (no correlacién) es utilizar
la prueba de Durbin Watson. Esta prueba pretende ver si los valores presentan algtin tipo de
dependencia en cuanto al orden de obtencion. La prueba se plantea como sigue: Supongamos que

los errores ¢; siguen un modelo AR(1) entonces:

& = PEi—1 + 52 5, ~ N(O, 0‘2)
Luego entonces planteamos:

Hy:p=0 vs Hy :p#0

Estadistico de prueba:
d— Yoo(ei +ei1)?

Z?:l e;

El comando utilizado en R es durbinWatsonTest (model) y esperamos ver un p-value alto para

no rechazar. (Ojo: Estas prueban suponen Normalidad)

Homocedasticidad

Generalmente para verificar que tenemos varianza constante se llevan a cabo pruebas visuales

verificando el comportamiento de los residuales conforme se van observando, o bien graficar contra



Y-
Dado que ahora tenemos mas variables explicativas, también se suele graficar los residuales contra

cada una de las variables explicativas y verificar le homocedasticidad ahi.

Figura 4.34: Homocedasticidad

Hay que recordar que existen pruebas formales para verificar la homocedasticidad (Ej. Barttlet,
Levene) pero requieren tener definido grupos lo cual puede quitarle credibilidad a la prueba. Ver

prueba ncv'Test.

Normalidad

» Realizar histrogramas de los residuales esperando ver un comportamiento normal con media

en 0
» Realizar la grafica QQ-Plot

» Pruebas de Bondad de Ajuste (Solo como medida del ajuste)

Multicolinealidad

= Una forma muy simple para detectar multicolinearidad es inspeccionar la matriz de correla-

ciones entre las variables explicativas. ( cor(X) , pairs(X))



» Hacer regresiones lineales de X, con el resto de las variables y obtener el coeficiente de
determinacion de dicha regresion Rg, un coeficiente de deteminacion cercana a 1 nos dice que

hay un ajuste muy bueno por lo que se puede decir que:

X, maXg+ ...t X, o X g+ Xy

Una forma de obtener indices es calcular lo que se denomina el VIF, (Factor de Inflacién de
la varianza) definido como:

VIF, = q€0,1,... .k

1
1 - R2
Luego entonces si Rg ~ 1 eso se traduce en un VIFj grande, en la practica se suele tomar como
punto de corte 5 6 10, es decir obtener un VIF, > 10 nos habla de que la variable X, puede ser
expresada aproximadamente como combinacién lineal de las restantes y por tanto podemos tener

problemas numéricos en las estimaciones.

s Otra forma de detectar la multicolinearidad es con el indice de condicién de una matriz

(XtX) el cual se definie como:

K= Amaz kappa (t(X) % * %X)

min

Generalmente un indice de condicién menor a 100 no tiene problemas de multicolinealidad,
si estd entre 100 y 1000 implica una moderada multicolinearidad y si excede a 1000 entonces

hay problemas importantes y podemos tener problemas niimericos

Outliers y Observaciones influyentes

Hay dos propédsitos principales para tratar de identificar las observaciones que no pertenecen

al modelo

= Proteger la integridad del modelo de los efectos de los puntos que no pertenecen a éste.

(Observaciones que no pertenecen al modelo) Frecuentemente exhiben residuales grandes.

» Jdentificar las deficiencias del modelo . Posiblemente se necesite incluir nuevas variables o se

requiere llevar a cabo transformaciones.

El primer paso para identificar observaciones atipicas es tener una idea de la regiéon en donde
estamos muestreando, la idea es encontrar una métrica que nos ayude a decidir si una observacion de
las variables independientes estd muy alejada de la regiéon de muestreo. En general una observacién
que se encuentra lejos de donde esta la masa de puntos ocasiona que el modelo cambie de manera

significativa (Aunque no necesariamente).
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Figura 4.35: Observaciones Influyentes

Para detectar los puntos de muestreo que estan alejados se utiliza la matriz sombrero, H =
X (XtX)let. A los elementos de la diagonal de H (hy;) se les conoce como el leverage o la
influencia de cada observacién. De este modo un leverage grande nos habla de una observacién
alejada de la masa de los puntos de muestreo.

Como:

i=1

Por lo tanto, en promedio los leverages toman el valor de £. Existe una regla muy utilizada que
dice que aquellos h;; que sean mayores a dos veces al promedio son puntos alejados y por tanto
deben de ser analizados. (hu' > 2%) En la siguiente grafica se observa como 4 observaciones se sale
de la region definida, esas cuatro observaciones deben de ser analizadas y verificar si es correcto
que estén en muestra. Si es correcta la observacién lo siguiente es verificar si se trata de un outlier

para el modelo o bien una observacién influyente.
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Figura 4.36: Observaciones Influyentes

Outlier: Es un punto que no ajusta en el modelo.
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Figura 4.37: Observaciones Atipicas

Surge entonces la necesidad de saber cémo detectar outliers, un primer intento para encontrar

este tipo de observaciones consiste en studentizar a los residuales:

€;

i = T
g 1—h“

La idea de esto es homologar la varianza, pues tedricamente los residuales no tiene varianza cons-
tante. Luego se espera que estos residuales r; se encuentren en una banda entre —3 y 3, aquellos
fuera de estas bandas seran candidatos a ser analizados como outliers del modelo. (Posibles causas:

JFalta de Ajuste del modelo? ;Errores de captura? )



Studentized Residuals
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Figura 4.38: Observaciones atipicas

El método anterior tiene el problema de que posiblemente el modelo ajustado este siendo
influenciado por el dato outlier y por tanto no sea detectado en los residuales, para solucionar esto

se estila utilizar lo que se denomina el residual de jackknife (Residual de validacién cruzada)

~

Yi — Y@E)
A T (T -1 1/2
I (i) <1 + (X(i)X(i)) %)

i

Donde g;) = gfﬁ(i) es el valor ajustado de la :—ésima observacién quitando esa misma observacion
del ajuste, por lo que B(i) y 0 son los estimadores de é y o quitando la i-ésima observacion. De
la misma forma X(;) es la matriz de disenio sin el i—ésimo renglén. Afortunadamente existe una

forma facil de calcular este residual por medio del residual studentizado.

(n—p—l)l/2
t,=1; —

La gran ventaja de esta ultima férmula es que no requiere estar ajustando n regresiones. (Ver

funcién: rstudent)

Finalmente, se puede probar que bajo el supuesto de que € ~ N, (0, 0%1,,) se tiene que:
t; ~ tn—p—l

Luego entonces, para detectar un outlier se suele utilizar la correcciéon de Bonferroni y comparar

contra el cuantil av/n de una distribucién ¢. Por ejemplo si e = 0.05 entonces se dice que la i-ésima



observacién es outlier si

—~

1) . 005
con & = ——

|t'L| > t 7]771 2”

S

Notas:
= Dos o mas outliers juntos pueden ocultarse entre ellos.

= Un outlier en un modelo puede dejar de serlo en otro cuando hubieron transformaciones, se

recomienda hacer el analisis de outliers cada vez que se hace alguna transformacion al modelo
= Revisar funcion outlierTest.

Un punto influyente es aquel que siendo removido del modelo causa un cambio importante en

todo el ajuste. Algunas medidas para detectar la influencia de una observacion son:

= Cambio en el vector de los coeficientes ajustados: é — é 0

» Cambio en el vector de observaciones X" (é T (i)> =Y - X(i)

Surge el problema de definir una distancia que nos ayude a determinar la diferencia entre vectores.

Distancia de Cook:

(é - é(i)) ' (X"X) <£ B é(l’))

po?

1 h;
Di = —T?
p ' 1—h

D, =

(R: cooks.distance; Im.influence ) Un regla usada para la deteccién de observaciones influyentes
es considerar D; > 1 ( Cook, R. Dennis; and Weisberg, Sanford (1982)). Pero se ha visto que es
muy conservadora, algunos entonces utilizan D; > 4/n (Bollen, Kenneth A.; and Jackman, Robert
W. (1990);) Belsey, Kuh y Welch introducen otras dos medias de influencia. La primera es una
estadifstica que indica cuanto cambia el coeficiente de regresién Bj cuando la i-ésima observacién

es removida.

DFBET A — Y1~
60, Cij

Donde Cj; es el j-ésimo elemento de la matriz (XtX)fl. Luego entonces un valor (en magnitud)
grande de DFBETA,; indica que la observacién 4 tiene un influencia sobre el coeficiente j Los

autores sugieren un punto de corte igual a 2/y/n

IDFBETA;;| > 2/v/n



También podemos medir la influencia de una observacién sobre los valores ajustados ;. El diag-

nostico propuesto es:

Yi — Y@)
D

DFFITT; =
2
(1)

3

Donde §;) es el valor ajustado para y;, obtenido sin usa la i-ésima observaciéon. El denominador
no es mas que una estandarizaciéon pues se puede probar que Var(g;) = o2h;;. (Recuerde que hy;
son los elementos de la diagonal de la matriz Sombrero).

La interpretacion para el DF FITT es que mide la cantidad de desviaciones estdndar que cambia el
valor ajustado g; si se elimina la observacién . Obviamente un valor grande (magnitud) nos indica
una influencia de la observacion i. Los autores sugieren que merece investigarse toda observacion

tal que:
|DFFITS;| > 2+/p/n

Los diagndsitos que hemos visto permiten conocer el efecto de las observaciones sobre los co-
eficientes y las estimaciones y no proporcionan informaciéon sobre la precision de la estimacion.
Recordemos que la teoria inferencial nos indica que un estimador es mejor que entro si este ulti-
mo tiene una menor varianza, luego entonces resultaria util saber si quitando una observacion la
estimacién mejora.

Surge entonces la necesidad de tener una medida escalar de la varianza de un vector. Lo que se
estila utilizar como una medida escalar es utilizar el determinante de la matriz de varianzas y

covarianzas . Definimos entonces la varianza generalizada como:

ov (2) = Jvar(2)| =

Finalmente para tener una medida de cuanta precision ganamos o perdemos por quitar una obser-

o? (XPX) ™

vacién definimos lo siguiente:

|(X0X) o,

COV RATIO; = 1
(xX) o2

Queda claro entonces que un COV RATIO; < 1 indica que la i-ésima observacién mejora la
precision de la estimacién. No es facil obtener valores de corte para este indice pero Belsley, Kuh

y Welsh (1980) sugieren que si:

COVRATIO; >1+3p/n o COVRATIO; <1—3p/n

Entonces se debe considerar al punto ¢ como influyente. (Estos valores solo se recomiendan

para muestras grandes).

http://www.statmethods.net /stats /rdiagnostics.html



Ejercicios

Ejercicio 4.5.15. En el modelo lineal multiple:

Y=X0+¢g e~N, (QyO-QInacn)

Demuestre que los estimadores de o definidos a continuacion tienen distribucion Gamma

S SR v

o° = oy =
n—p MV n

Ejercicio 4.5.16. Descomposicion de la suma de cuadrados en la regresion lineal

multiple:

= Fn el modelo lineal multiple:
Y=X3+¢

Demuestre que HX=X

n» Sean xg,...,x, las p columnas de la matriz X, es decir:
X = (zolzy |- - |zy)

Demuestre entonces que:
HE’LZI’L 7:6{0,1,...7k-}

» Verifique que en el modelo lineal multiple se cumple que:

iei =0
i=1

i e = 0
i=1

Donde e; = y; — y; es el residual 1 y y; = Bo + 31351‘1 + ...+ kalk

Hint: Defina al vector columna de 1’s como 1= (1,1,...,1)T, luego entonces observe que:

n

T
E e; =el 1 Con e = (ey,€es,...,€p,)

1=1

Yoei=c"Y  ConY =(j,i.- )"
=1



= Utilizando lo anterior verifique que:

n n n

Z (v — 9:) + Z (9 —7)*

i=1 i=1

—
&
|
<
~—
[\
I

Ejercicio 4.5.17. Encuentre la ecuacion de la parabola f(x) = By + fiz + 22 que pasa por los
puntos:
(0,1),(1,6),(2,17)

Parabola
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Figura 4.39: Ajuste de Parabola

Ejercicio 4.5.18. La tabla FootballLeague.csv contiene los datos sobre el desempeno de los equipos

de la liga nacional de fitbol de E.U.A. durante 1976.

= Fncuentre los estimadores mdzrimo verosimiles de los pardmetros del modelo lineal multiple

que relaciona el numero de juegos ganados con

e Yardas por aire del equipo (x3)
e Ll porcentaje de Yardas por Tierra (x7)

e Las Yardas por tierra del contrario (xg)

Yi = Po + Pixe + faxr + Paxs +&; i ~ N(O, 02)


http://www.dpye.iimas.unam.mx/soriano/regresion/Notas_Programas/FootballLeague.csv

= Repita el inciso anterior pero ajustando el modelo:
yi = Pilog(xs) + Balog(az) + & & ~ N(0,0%)

» ;s Qué modelo tiene una menor suma de cuadrados del error?

Ejercicio 4.5.19. Se hizo un ajuste lineal multiple con intercepto, complete la siguiente tabla
ANOVA:
anova(lm(y z))

Analysis of Variance Table

Response: y

Fnte. de Var. || Df. | Sum Sq | Mean Sq | F value Pr(>F)
T 3 1600.81 <2.2e-16 ***
Residuals 36 | 146.9

Responda lo siguiente

s ;Con cuantas observaciones se hizo el ajuste?

» ;Con cuantas variables se hizo el ajuste?

s Tomando a = 0.01. ;Rechazaria la hipotesis Hy?

» Proporcione el valor que toma la estimacion insesgada para o

= Proporcione el valor que toma la estimacion por mdzima verosimilitud para o>
» Construya un intervalo de confianza al 95 % para o

= ;Cuanto vale Sy, = S0 (v — 7)*?

» ;Qué porcentaje de la variabilidad es explicada por el modelo?

Ejercicio 4.5.20. La tabla empleo.csv contiene informacion sobre datos de desempleo de un pais.

Las variables que contiene son:
= X;: Percentage price deflation
s X5 GNP in millions of dollars
s X3: Number of unemployed in thousands

= Xy, Number of people employed by the military


http://www.dpye.iimas.unam.mx/soriano/ESTADISTICA_2_2017_1/NOTAS/empleo.csv

= X5:Number of people over 14
s X4 Year
= Y :People employed.

Se desea hacer un andlisis de regresion que ayude a explicar el nimero de personas empleadas

con base en las distintas variables de la forma:
yi = Bo + By + Bamiz + Patis + Bamia + BsTis + Betic + i €~ N(0,07)
» Construya la tabla ANOVA y haga la prueba de significancia de la regresion.
Hy:bi=...=0=0 ws Hy:p;#0 para algin j € {1,...,6}

¢ Sia = 0.05, rechazaria Hy?
» Calcule R* y R? ajustado
s Encuentre los intervalos al 98 % de confianza para cada uno de los parametros de este modelo.

» Lleve a cabo la prueba de hipotesis:
Hy:p;=0 ws Hy:3;,#20 con i€{l,...,6}

A un o = 0.03 qué pruebas no son rechazadas e interprete.

» Lleve a cabo la prueba de hipotesis:
Ho:ﬁiZQ vSs H151>2 con ZE{l,,G}

A un a = 0.03 qué pruebas no son rechazadas

= Contraste la prueba de hipdtesis:
Hy:p1=P2=p0=0 Hy : B; # 0 para algin j € {1,2,5}

Ejercicio 4.5.21. La tabla FootballLeague.csv contiene los datos sobre el desempenio de los equipos
de la liga nacional de fitbol de E.U.A. durante 1976.

s Ajuste un modelo lineal multiple que relaciona el nimero de juegos ganados con

e Yardas por aire del equipo (x2)

e El porcentaje de Yardas por Tierra (x7)


http://www.dpye.iimas.unam.mx/soriano/ESTADISTICA_2_2017_1/NOTAS/FootballLeague.csv

e Las Yardas por tierra del contrario (xg)
yi = Po + iy + Bowr + Paxs + & g~ N(0,0%)

s Contraste la prueba de hipotesis:

Hy: 081 =p3=0 Hy:51#008;5#0
¢Con a = 0.05, rechazaria Hy?

» Grdfique la region al 95 % de confianza para los pardmetros By y Bs, ;EL(0,0) esta contenido

en la region de confianza?
» Calcule el vector de residuales e = (é1, €, ...,¢é,), donde e; = y; — U;
= Valide el modelo:

e Normalidad de los residuales (Q-Q Plot, Histogramas)

e Homocedasticidad de los residuales (Grafico, Prueba Levene, Prueba Barttlet)
e Independencia de los Residuales (Durbin-Watson, Prueba de Rachas)

e Colinealidad de la matriz Diseno

e [dentifique Outliers y observaciones influyentes.
» Encuentre los intervalos al 98 % de confianza para cada uno de los pardmetros [y, 51, B2, B3

» Encuentre el intervalo al 92 % de confianza para la respuesta media de nimero juegos ganados
cuando xo = 2300, x7 = 56 y xg = 2100 (Verifique si estamos en zona de intrapolacion o

extrapolacion)

» Encuentre el intervalo al 93 % de confianza para el nimero de juegos ganados (nueva observa-
cion) cuando x4 = 2100, 7 = 60 y xg = 2000 (Verifique si estamos en zona de intrapolacion

o extrapolacion)

4.6. Modelos Lineales Generalizados

Los modelos lineales generalizados contienen un componente aleatorio en cada una de sus
n obsevaciones independientes en una variable respuesta que pertenece a la familia exponencial

natural

nxl



fvi (Wi5 0:) = a(0:) b (ys) exp (y; Q (6:)) Vi € {1,2,---,n} (4.24)

Donde @ (6;) es un pardmetro natural.
En su forma mas general se uncluye un parametro de dispersién ¢, entonces la funcion de

densidad queda de la siguiente manera:

(?/z'@i —b (91))

a(9) +c(yi,0)| Vie {1,2,--- n} (4.25)

fn(yi;9¢;¢)=e><p{

Estas dos ecuaciones son equivalentes si en (4.24]) se hacen los siguientes cambios de variables:

= a(6;) =exp [;b((d(j)i)]

= b(y;) = expc(yi, 9)]

Este tipo de modelos incluyen un componente sistémico que relaciona a la variable respuesta
en funcion de la media de dicha variable en forma lineal.
Sea X;; el valor del predictor j (con j € {1,2,--- ,p}) parael sujetoi (coni € {1,2,--- ,n}),

entonces el modelo lineal general puede representarse de la siguiente manera:

p
g(M)IZﬁinj con ,ui:Ef(Yi) Vi € {1727... ,n}
j=1

Usualmente X;; =1Vi € {1,2,--- ,n} y es conocido como el intercepto.
La funcién g(-) es conocida como la funcién liga y conecta al componente aleatorio con el

sistémico, ademéds g(-) es diferenciable y monétona.

4.6.1. Estimacion de los parametros

El objetivo de la estimacién de los parametros es poder manipular e interpretar mejor la
informacion que arroja el modelo para posteriormente dar concluciones generales sobre los datos

y dar predicciones acordes al comportamiento de estos.

Ecuaciones de Verosimilitud

Sea L; = In(fy, (yi; 0;; ¢)) la contribucién de Y; sobre la verosimilitud, entonces la log —

verosimilitud es:

n

L =1In (H fvi (yi; 055 ¢)> = Zln<fY¢ (vi; b5 9)) = ZLi (4.26)

i=1

Donde: L; = —(y’");(;)("i) L ¢ (yi, 0)



Bajo condiciones de regularidad satisfactorias para los miembros de la familia exponencial se

tiene:
oL; \ _
- E (%) =0

2 (58) =)

Entonces las ecuaciones de verosimilitud para el modelo lineal general son:

35;’ B 90; Op; On; 35;’

. — oL; _ (Yi—pi) 80; _ _a(d)
Con: ;= ﬁinjv 00, — a(d)l; Y B Var(Y;)

Por lo tanto las ecuaciones de verosimilitud quedan expresadas de la siguiente manera:

(4.27)

OL _(Vi—p) ald) om, _(Vi—m)y Ow .,
98, " ald) Var@)om 0" Var(v) Woy €2k (12

Podemos notar que las ecuaciones de verosimilitud dependen de la distribucion de Y; sélo a

través de su media (y;) y su varianza (Var (Y;)). En algunas distribuciones hay una relacion entre la
media y la varianza (Var (Y;) = h (Var (11;))), de hecho en los miembros de la familia exponencial,
la media y la varianza caracterizan a la distribucién, aunque la estrecha relacién entre la media y

la varianza puede generar problemas de sobre dispersion.

4.6.2. Ajuste de un modelo lineal generalizado

Como los estimadores de § por maxima verosimilitud no siempre son lineales, entonces se

ocupan métodos iterativos como son:

= Newton-Raphson.

s Método de Fisher.

Prueba de hipdtesis

La idea es poder comparar dos modelos que tienen la misma distribucion subyacente y tienen la
misma funcién Link, para saber cudl es modelo que da un mejor ajuste, empezaremos a comparar
modelos anidados, es decir, dados dos modelos My y M; tales que todos los parametros de M, estan
en M7 mas otros parametros, entonces si la significancia de M es similar o igual a la significancia de
M7 nos quedaremos con el modelo mas sencillo, eso nos diria que los demas parametros no aportan
mucho en la explicacion total, en cambio si la significancia de M, es inferior a la significancia de
M, entonces nos quedamos con el modelo més general, lo que nos esta diciendo es que quitarle
parametros a nuestro ajuste nos quita poder de estimacién y futura prediccién. Analiozaremos el

caso de la devianza residual.



Cociente de Verosimilitud Consideremos al modelo saturado (es decir el modelo que tiene el
méximo nimero de pardmetros m) como M y un modelo My (con g pardmetros, con ¢ < m). En
el modelo saturado los m pardmetros ajustan perfectamente a los datos, es decir, en el modelo
saturado considera la estimacién como algo determinista, no deja nada a la aletoriedad, visto de
otra forma, el modelo saturado deja toda la variabilidad a la parte sistemica y nada a la parte
aleatorio y el modelo M; si considera una parte aleatoria, ademas la idea sera reducir o simplificar
la informacion, la representacién minima de M, es el modelo nulo (este modelo sélo considera un
parametro para todas las observaciones).

Consideremos a 0, como el estimador de todos los parametros del modelo saturado, entonces

L (és, y) la verosimilitud evaluada en el estimador y sea 65 el estimador de los parametros del

modelo reducido, pot lo que L (ég,y> la verosimilitud evaluada en el estimador. El cociente de

verosimilitudes seria:

\ L (és,y>

L (é27 y)
Aplicamos el logaritmo para obtener la diferencia de log-verosimilitudes con lo que tenemos:

tog () = ¢ (B,,9) = ¢ (9,)

Si log (A\) es muy grande, entonces la estimacién por menos pardmetros es mala, en cambio si

log (A) es pequeno o cercano a 0 quiere decir que el ajuste por menos parametros es bueno.

La devianza es una medida que fue inducida por Nelder y Wedderburn en 1972, la cual se define

D=2 [5 <és,y> -1 («%,yﬂ
D=2 ial () [y (9 - 9) —b <9> +b <9>]

Sélo nos faltaria determinar la distribucién asociada a D para decidir si el modelo reducido

de manera general como:

hace un buen ajuste o no.

D ~ X%nfqﬂj) con v =2 [€ <Bs,y> —/! (Bg,yﬂ

Si v =~ 0 entonces D se distribuye aproximadamente:

2
D ~ Xin—q)

Recordemos que Hj seria el modelo reducido ajusta bien contra H; seria el modelo reducido
2(1—a)

(m—q) * si rechazamos

no hace un buen ajuste, por lo que rechazariamos la hipotesis nula si D > y



la hipdtesis nula, quiere decir que el modelo saturado ajusta mejor que el modelo reducido, pero

eso no nos garantiza que el ajuste sea correcto o bueno.

4.6.3. Ejemplos de modelos lineales generalzados

Como lo mensionamos antes, la distriduccion de la variable aleatoria Y; va a depender del tipo

de ajuste a aplicar
» Regresion Logistica (Y; ~ Bernoulli (p;)).
» Regresién Poisson (Y; ~ Poisson (f1;)).
= Modelo Log-lineal.
e Multinomial (conteos fijos)
e Poisson (conteos aleatorios) (Y; ~ Poisson (n (i))).
Regresion Logistica

Este modelo es muy util cuando las variables son binarias (0 6 1) y sirve para poder clasificar

a los sujetos dependiendo de sus caracteristicas medidas.

Modelo Sean Yi,...,Y, las variables respuesta binarias, con p variables explicativas. La distri-

bucién asociada a Y; es Bernoulli (p;) y la funcién liga es la siguiente:

E(Yz) Di -
log (—1 —E(Yi)) = log (1 —pz) =0 + ;@-Xij

Prueba de Wald Esta prueba nos ayuda a ver la hipotesis nula Hy : §; = 0 conta Hy : 3; # 0,

esta prueba no usa el cociente de verosimilitudes, esta se constreye apartir de aproximaciones

distribucionales de los parametros estimados, entonces el estadistico de Wald para cada parametro
es: .
Bi

/A i
Var <Bz>

~aprozx. N (07 1)

Donde B, es el estimador méximo verosimil de 3;, entonces se rechaza la hipStesis nulasi Z > Z'~2
(donde Z'~% es el cuantil 1 — ¢ de una distribucién N (0,1)), o también podemos rechazar H
si p — value < «, casi siempre o = 0.05, rechzar esta prueba nos estaria indicando que f; es
significativa para el modelo, es decir la variable asociada si estaria explicando a nuestra variable

respuesta.



Devianza Esta es una medida de asociacén que sirve para ver que tan bueno es el ajuste de un
modelo reducido con respecto al modelo saturado (todas las variables e iteraciones posibles). Para

este modelo se usa la siguiente transformacién:
ng
Sea Z; = ZY} , Z; ~ Bin (n;, p;)
j=1

Entonces la devianza residual quedaria expresada como:

- Zi - i — Zi
D:2ZZ,-1n< A>+2Z(ni—}g)m(7—)
=1 =1

NniPi ni (1 —pi)

En este caso la hipdtesis nula se interpretaria como:
Hy : Todos los coeficientes que estan en el modelo saturado y no en el modelo reducido son cero.

vs
Hy : Algun coeficiente que esta en el modelo saturado y no en el modelo reducido no es cero.
2(l—«

(n—q)
nimero de parametros del modelo reducido.

Se rechaza la hipétesis nula si: D > yx ) donde n es el nimero de observaciones y q el

Prueba de Hosmer-Lemeshow Esta prueba se desarrollo para los modelos de regresion logisti-

ca, fue disenada en el anos 2000 por Hosmer y Lemeshow, la prueba es la siguiente:
Hy : El ajuste de nuestros datos es pertinente con los parametros establecidos.

vS
H, : El ajuste esta mal planteado con los parametros dados.

Basicamente se ve la eficiencia del ajuste, es decir se evalua la diferencia entre el valor observado

y el ajustado, el estadistico X2 se define como:

n

Zi — niP;

Xr=) =
T TiPi (1 —pi)

Donde X?tiene una distribucién x?_,. Entonces se rechaza Hy si el estadistico X? > Xzflg_a) con ¢

el nimero de parametros con los que se hizo el ajuste (incluido el intercepto).



Pseudo R? Esta medida nos da una idea de que porcentaje de variabilidad total es explicada

por nuesto modelo planteado, se calcula de la siguiente manera:

Dy—D
2 o 0
Rpseudo - TO

Donde Dy es la devianza nula (devianza del modelo ajustado sélo con el intercepto) y D es la
devianza del modelo reducido que calculamos anteriorme. Esta es una medida aproximada que nos

dice que tan bueno es el ajuste propuesto con los parametros seleccionados.

Ejemplo 4.6.1. Los datos en la base ejrl.sav corresponden a 700 clientes a los que se les nego o
no se les nego un crédito, ademds a cada cliente se le midieron distintas variables socioeconomicas,

algunas de las cuales influyeron en esa decision, la base contiene los siguientes campos:
s Age: Edad medida en anos cumplidos.

s Fd: Nivel educativo.

e 1: No termino el High — school.
2: Se gradio del High — school.

3: Algin tipo de educacion superior.

4: Término la educacion superior.

5: Posgrado finalizado.

= Employ: Numero de anos en el empleo actual.

» Addres: Numero de anos viviendo en la direccion actual.

= Income: Ingresos del hogar medidos en miles de délares.

» Debtinc: Tasa de deuda contra ingresos por 100.

» Creddebt: Deudas con las tarjetas de crédito medido ed miles de dolares.
» Othdebt: Otras deudas en miles de ddlares.

» Default: Crédito negado anteriormente.

e (: No
o 1:57

La finalidad de un nuevo andlisis es determinar una regla de decision que permita establecer

para nuevos clientes si se les otorga o no el crédito.



#Cargamos librerias
library(foreign)
library(MASS) #Para la funci\'on stepAIC, que hace el m\'etodo de seleccion Backwward

library(ResourceSelection) #Para poder hacer la prueba de Hosmer—Lemeshow

## ResourceSelection 0.3-2 2017-02-28

#Cargaamos la base de datos

base = read.spss("ejrl.sav",to.data.frame=TRUE)
## re—encoding from CP1252

#Hacemos las wvartables explicativas como factores
base$ed<-factor(base$ed)
base$default<-factor(base$default)

#Liberamos las wvariables de la base de datos

attach(base)

#Ajustamos un modelo inicial que contenga a todas las wvariables explicativas
modell<-glm(default”™ age+ed+employ+address+income
+debtinc+creddebt+othdebt ,binomial)

#0bservamos los resultados

summary (modell)

##

## Call:

## glm(formula = default ~ age + ed + employ + address + income +

#it debtinc + creddebt + othdebt, family = binomial)

##

## Deviance Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -2.4321 -0.6455 -0.2896 0.2802 3.0250

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)

## (Intercept) -1.590424 0.605329 -2.627 0.0086 *x*
## age 0.035497 0.017586 2.018  0.0435 *
## edHigh school degree 0.307643 0.251628 1.223 0.2215

## edSome college 0.352652  0.339949 1.037 0.2996

## edCollege degree -0.085158  0.472917 -0.180 0.8571

## edPost-undergraduate degree 0.876191 1.293810 0.677 0.4983

## employ -0.260676  0.033407 -7.803 6.04e-15 *xx*
## address -0.105429  0.023263 -4.532 5.84e-06 **x
## income -0.007823  0.007785 -1.005 0.3149

## debtinc 0.070704 0.030596 2.311  0.0208 =*
## creddebt 0.624980 0.112917  5.535 3.11e-08 **x*
## othdebt 0.052999 0.078467 0.675 0.4994



#it
#it
#i#
H#it
#it
#it
#it
#i#t
#it
#it

#Aparentemente la variable de nivel educativo,

Signif. codes: 0O 'xxx!'

(Dispersion parameter for binomial

Null deviance: 804.
Residual deviance: 549.
AIC: 573.56

0.001 'xx!

36 on 699
56 on 688

0.01 'x' 0.05 '.' 0.1

family taken to be 1)

degrees of freedom

degrees of freedom

Number of Fisher Scoring iterations: 6

1 1 1

ingreso del hogar y otro tipo de deuda

#no son significativas para determinar st a una persona se le otorga o mo un cr\'edito.

#Usaremos el m\'etodo Backward para determinar cuales de estas wariables son significativas

modelo <- stepAIC(modell, direction=c("both"))

##
##
#it
#i#
##
##
##
#it
#it
#i#t
##
##
##
#i#
#i#
##
##
##
#it
#it
#i#t
##
##
##t
#i#
#i#
##
##
##

Start: AIC=573.56

default ~ age + ed + employ + address + income + debtinc + creddebt +

othdebt

Df Deviance
- ed 4 552.21
- othdebt 1 550.02
- income 1 550.50
<none> 549.56
- age 1 553.61
- debtinc 1 554.90
- address 1 571.85
- creddebt 1 594.07
- employ 1 634.47
Step: AIC=568.21

AIC
568.21
572.02
572.50
573.56
575.61
576.90
593.85
616.07
656.47

default ~ age + employ + address + income + debtinc + creddebt +

othdebt

Df Deviance
- othdebt 1 553.02
- income 1 553.02
<none> 552.21
- age 1 555.95
- debtinc 1 556.80
+ ed 4 549.56
- address 1 573.92
- creddebt 1 597.37
- employ 1 652.19

AIC
567.02
567.02
568.21
569.95
570.80
573.56
587.92
611.37
666.19



##t

## Step: AI
## default ~
#i#

##

## - income

## <none>

## + othdebt
## - age

## + ed

## - debtinc
## - address
## - creddeb
## - employ

##

## Step: AI
## default ~
##

##

## <none>

## - age

## + income

## + othdebt
## + ed

## - address
## - debtinc
## - creddeb
## — employ

C=567.02

age + emp

loy

Df Deviance

1 553.
553.
552.

556

571

g

L N Y

C=565.18

age + emp

550.

574.
597.
653.

18
02
21
.72
02
.88
46
93
02

loy

Df Deviance

553.

556

t

T N N =Y

553.
553.
550.
575.
576.
618.
661.

18
.73
02
02
51
00
98
56
59

+ address + income + debtinc + creddebt

AIC
565.18
567.02
568.21
568.72
572.02
583.88
586.46
609.93
665.02

+ address + debtinc + creddebt

AIC
565.18
566.73
567.02
567.02
570.51
585.00
586.98
628.56
671.59

#0bservamos los pasos que siguio para asignar el modelo, este m\'etodo se basa

#en la minimizaci\ 'on del AIC, medida que mos da una referencia sobre el ajuste

#mientras m\'as pequefio sea el AIC ser\'a mejor el ajuste.

#0bservamos los nuevos resultados

summary (modelo)

#i#
#i#t
##
##
#it
#it
#i#
##
##
##t
#it

Call:

glm(formula = defau

1t ~

family = binomial)

Deviance Residuals:

Min

-2.3555

1Q

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

age + employ + address + debtinc + creddebt,

Median 3Q Max
-0.6521 -0.2949 0.2592 2.9132



## (Intercept) -1.63128 0.51268 -3.182 0.00146 *x*

## age 0.03256 0.01717 1.896 0.05799 .

## employ -0.26076 0.03011 -8.662 < 2e-16 **x

## address -0.10365 0.02309 -4.490 7.13e-06 **x*

## debtinc 0.08926 0.01855 4.813 1.49e-06 *xx*

## creddebt 0.57265 0.08723 6.565 5.20e-11 **x*

## ——-

## Signif. codes: O '#*x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
#it

## (Dispersion parameter for binomial family taken to be 1)
#it

## Null deviance: 804.36 on 699 degrees of freedom

## Residual deviance: 553.18 on 694 degrees of freedom
## AIC: 565.18
##

## Number of Fisher Scoring iterations: 6

#En este modelo las wvaraibles parecen ser significativas, aunque la variable edad

#es significativa a un alpha=0.1, pero con un alpha=0.05 dejaria de ser significativa

#Usaremos la Devianza residual para corroborar s\'i el \'ultimo modelo obtenido es adecuado
#Calculamos el cuantil 0.95 de una distribucti)\'on ji-cuadrada con 694 grados de libertad
#Los grados de libertad son n=700 observaciones menos el n\'umero de parametros en el ajuste
#es decir 5 wvariables m\'as el intercepto, es decir 6 par\'ametros

qchisq(0.95,694)

## [1] 756.3962

#Como D=553.18<756.3962 entonces no se rechaza la hip\'otesis nula, es decir el modelo
#reducido hace un buen ajuste, as\'%c mismo podr\'iamos decirT que los coeficientes

#de los dem\'as par\'ametros que mo consideramos son cero.

#Ahora, analizaremos la devianza nula, la hip\’otesis nula es la misma que en el caso
#antertor, es decir, queremos ver si todos los par\’ametros son cero, a emcepsi\’on de Beta_1
#que es el intercepto, alternativamente si aceptamos la hip\'otesis nula estariamos

#diciendo que el modelo saturado y el modelo con tan solo el intercepto son similares

#y que no tendr\'ia sentido practico ajustar con variables ezplicativas a nuestra

#variable respuesta, bastaria solo ajustar con una constante.

1-pchisq(804.36,699)

## [1] 0.003413233

#como el p-value de esta prueba es <0.05 se rechaza la hip\'otesis nula.
#Es dectr, nuestro modelo s\’i debe de tener wariables ezxplicativas, estas ser\’an
#las que se encontr\'aron v\ 'ia Backward (intercepto, edad, afios en el mismo trabajo,

#afios viviendo en la misma casa, tasa de deuda contra ingresos y deuda de cr\'edito)



#esas wvariables parecen explicar bien a nuestra variable respuesta que indica

#negarle o no el cr\'edito.

#0tra prueba de bondad de ajuste es la de Hosmer-Lemeshow, cuya hip\'otesis
#nula es que el modelo ajusta bien a los datos. Esta es una versi\ 'on
#mejorada de una prueba ji-cuadrada, hecha anteriormente wvariable por wvariable.

hoslem.test (modelo$y,fitted(modelo),6)

#it

## Hosmer and Lemeshow goodness of fit (GOF) test
##

## data: modelo$y, fitted(modelo)

## X-squared = 4.8135, df = 4, p-value = 0.307

#Como el p-value asociado es 0.307>0.05 no rechazamos la hip\'otesis nula y

#se comprueba que el modelo ajusta a los datos.

#E1 pseudo R"2 puede calcularse como:
pseudoR<-(modelo$null.deviance-deviance (modelo))/modelo$null.deviance

pseudoR
## [1] 0.3122816

#Vale 0.3122816, este walor nos sirve como refencia para ver que tan bueno
#es el ajuste, este modelo "ezplica" m\'as del 307 de la variabilidad total

#de nuestros datos originales.
#4s\ 'i mismo podemos calcular la ezponencial de los coeficientes, que es
#lo que se interpreta

exp(coefficients(modelo))

## (Intercept) age employ address debtinc creddebt
##  0.1956787 1.0330933 0.7704649 0.9015443  1.0933599  1.7729658

#Los intervalos de confianza

confint (modelo)

## Waiting for profiling to be dome...

#it 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) -2.643050697 -0.62921296
## age -0.001294816 0.06622749
## employ -0.322259213 -0.20406310
## address -0.149967314 -0.05928079
## debtinc 0.053210015 0.12605289

## creddebt 0.411887700 0.75328617



#como era de esperarse la \ 'unica variable que contiene al O dentro de su intervalo
#de confianza es la wvartable edad (esto por el p-valor asosciado anteriormente)

exp(confint (modelo))

## Waiting for profiling to be dome...

## 2.5 % 97.5 %
## (Intercept) 0.0711439 0.5330111
## age 0.9987060 1.0684698
## employ 0.7245104 0.8154109
## address 0.8607361 0.9424421
## debtinc 1.0546511 1.1343422
## creddebt 1.5096649 2.1239683

#Los wvalores ajustados

base$vajustados<-fitted(modelo)

#Analisis de residuos
p=predict(modelo) #valores de los logits ajustados

r=residuals(modelo)
plot(p,r,xlab="valores ajustados",ylab="residuos",ylim=c(-1,1)*max(abs(r)))

abline(0,0,col="red");abline(2,0,col="red") ;abline(-2,0,col="red")

title("Valores ajustados frente a residuos",col.main="red")

Valores ajustados frente a residuos

™ ¢}

2

000 00 fa)

residuos
|

valores ajustados

#donde podemos ver que son pocas wvarables donde son significativos,

#es decir mayores que el wvalor absoluto de 2

#Para predecir



#Establecemos el punto de corte en p-gorro=0.5, entonces asignamos al

#grupo NO (cuando no se le neg\'o el cr\'edito) st p-gorro<0.5 (donde p es la
#probabilidad de \'ezito (en este caso el \'exito es que se le megar\'a el cr\'edito
#anteriormente) y en caso contrarto se asigno al grupo YES

base$grupo [base$vajustados < 0.5] <- "NO"

base$grupo [base$vajustados >= 0.5] <- "YES"
tablaclasif<-table(base$default,base$grupo)

tablaclasif
##
it NO YES

## No 476 41
#* Yes 89 94

#0 en procentajes por renglones tenemos

prop.table(tablaclasif,1)

#it

#it NO YES
## No 0.92069632 0.07930368
##  Yes 0.48633880 0.51366120

#Entonces podemos observar que la tasa de mo negaci\'on del cr\'edito parece correcta
#ya que es superior al 90 por lo que se deduce que mo se miegan los cr\'editos de
#manera oportuna, en cambio podemos ver que la tasa de megaci\'on de cr\'edito es
#apenas superior al 50/, entonces se niegan cr\'editos de manera poco eficiente

#a personas que tal vez no se les deber\'ia negar.

#Lo que mos hubiera gustado es que la clasificact\ 'on fuera mucho mejor, pero

#como s\ 'olo ezplicamos m\'as de 30} de la variabilidad total de los datos,

#provoca que la clasificaci\'on nmo sea tan buena a favor de la negaci\ 'on del cr\'edito.

#predicci\ 'on de valores nuevos

#supongamos que llega un nuevo cliente tieme 37 aflos, que no termin\'o la
#preparatoria, tiene 20 afios en el mismo empleo, 13 en la misma direcci\ 'on,
#un ingreso (en miles) de 41, una raz\'on de deuda e ingreso de 12.9, una
#deuda en su tarjeta de cr\'edito (en miles) de 0.9 y en otras deudas de 4.49
#la pregunta ser\'ia ;se le niega o mo el cr\'edito?

age<-37

employ<-20

address<-13

debtinc<-12.9

creddebt<-0.9

ndatosl=data.frame(age,employ,address,debtinc,creddebt)

#datos con wvalores en las variables independientes

predict(modelo, newdata = ndatosl,type = "response")



#it 1
## 0.004856852

Regresion Poisson

Este tipo de regresiéon no esta asociada a una tabla de contingencia como en el caso de los
modelos log — lineales, aqui las variables explicativas son continuas y categéricas. Este tipo de

modelo es excelente para poder interpretar y predecir tasas como variables respuesta.

Modelo Sean Y7,...,Y, las variables respuesta que hacen referencia a conteos, con p variables
explicativas (Incluyendo la constante). La distribucién asociada a Y; es poisson y la funcién liga

es la siguiente:
p
log (E(Y;)) = 81+ Y B;X
j=2

Devianza Esta es una medida de asociacén que sirve para ver que tan bueno es el ajuste del
modelo reducido con respecto al modelo saturado (todas las variables e iteraciones posibles). Para

este modelo se ocupa la siguiente formula:

B . (n()
D=2 O}n(z)ln(A )

{i|n(2)>

con n (i) el numero de observaciones sobre la variable i

Ejemplo 4.6.2. Ajuste un modelo de regresion Poisson con los datos de la base basecancermodelopoisson.csv.
en este caso se busca modelar el nimero de pacientes con cancer en una poblacion, donde se buscan

encontrar las variables que podrian determinar esta enfermedad.

basecancer<-read.table("base cancer modelo poisson.csv",sep=",",header=TRUE)

library(nortest)

names (basecancer)



## [1] "POBLA" "ANALFABE" "PRIMARIA" "DRENAJE" "ELECTRIC" "AGUAPQOTA"
## [7] "HACINAMI" "PISOTIER" "MENOSDE5" "DOSSALAR" "INDICE" "EDAD"

## [13] "SEX0" "AGRUPADO" "OBSERVAD" "POBEDADS" "POBNACSE" "GRADO"

## [19] "LOG_POBE" "STDPEARS"

#Convertir las variables EDAD (gpos de edad), SEXO, AGRUPADO (afios
#agrupados), GRADO (grado de marginaci\'on localidad a la que pertenece

#en grupos) en factores. La \ 'unica wvariable continua que incluye el modelo
#es ANALFABE (] de analfabetismo del municipio a la que pertenecen

#un grupo de indiviudos con el mismo valor en sus variables explicativas)

basecancer$EDAD<-factor (basecancer$EDAD)
basecancer$SEX0<-factor (basecancer$SEX0)
basecancer$AGRUPADO<-factor (basecancer $AGRUPADO)
basecancer$GRADO<-factor (basecancer$GRADO)

#Fi1jamos la base de datos

attach(basecancer)

#Ajustamos el modelo con las wvariables EDAD, SEXO, AGRUPADO, GRADO,
#ANALFABE y la interacct\ 'on GRADO*SEXO. La respuesta es OBSERVAD
#(defunciones totales para cada combinaci\'on de valores de las variables
#explicativas en cada municiptio) y offset dado por el logaritmo natural

#de la pob. total por edad y sexo para ese municipio (variable LOG_POBE) .

model1<-glm (0BSERVAD~EDAD+SEX0+AGRUPADO+GRADO+ANALFABE+GRADO: SEXO+offset (LOG_POBE) ,poisson)

summary (modell)

#i#

## Call:

## glm(formula = OBSERVAD ~ EDAD + SEX0 + AGRUPADO + GRADO + ANALFABE +
#it GRADO:SEX0 + offset(LOG_POBE), family = poisson)

##

## Deviance Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -5.8049 -0.6497 -0.3467 -0.1416 17.4369

##

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)

## (Intercept) -10.389789  0.028428 -365.477 < 2e-16 **x
## EDAD2 0.317232 0.027414  11.572 < 2e-16 ***
## EDAD3 0.229304 0.027182 8.436 < 2e-16 *x*x*
## EDAD4 0.288840 0.027165 10.633 < 2e-16 *xx
## EDAD5 0.573413 0.026743  21.442 < 2e-16 **x*
## SEX02 -0.205175 0.014705 -13.953 < 2e-16 *xx



## AGRUPADO4 0.087490 0.013869 6.309 2.82e-10 ***
## AGRUPADOS 0.161983  0.013779 11.756 < 2e-16 *xx
## AGRUPADO6 0.199101 0.013716 14.517 < 2e-16 **x*
## GRADO2 0.347787 0.019194 18.119 < 2e-16 **x*
## GRADO3 0.542025 0.022090 24.537 < 2e-16 ***
## GRADO4 0.549323  0.027877 19.705 < 2e-16 ***
## GRADOS 0.311650 0.050871 6.126 9.00e-10 *x*x
## ANALFABE -0.008952  0.001341 -6.678 2.43e-11 *x*xx
## SEX02:GRADO2 -0.005678 0.027546 -0.206 0.837

## SEX02:GRADO3 -0.012978 0.027952 -0.464 0.642

## SEX02:GRAD0O4  0.041565 0.026914 1.544 0.123

## SEX02:GRADO5  0.044534  0.046876 0.950 0.342

## ——-

## Signif. codes: O 's*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
H#it

## (Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
##

## Null deviance: 104732 on 98138 degrees of freedom
## Residual deviance: 101335 on 98121 degrees of freedom
## (21 observations deleted due to missingness)

## AIC: 150349

#i#

## Number of Fisher Scoring iterations: 6

#La devtanza residual es pequefia (101,335) con respecto a los grados de
#libertad (98121) (inferior a dos veces los gl) los cual indica
#intuttivamente que no se rechaza que el modelo ajusta bien a los datos.

#Formalmente calculamos el p-value como

1-pchisq(101335,98121)
## [1] 3.511635e-13

#El cual es casi cero as\'%i que como es menor que cualquier nivel de
#significancia alfa usual rechazar\'ia la hip\'otesis nula de que el modelo
#ajusta bien a los datos. Sin embargo, aqu\'t el problema es que el tamafo
#de la muestra es demasiado grande, as\'i que los grados de libertad

#tambi\ 'en lo son. As\'i que tal vez es mejor no utilizar la prueba
#correspondiente que la devianza residual que compara con el modelo saturado.
#Tumbi\’en viene la devianza nula, la cual compara al modelo con un

#modelo con solo t\'ermino constante, as\'? que la hip\'otesis nula es que
#el modelo sin wvariables explicativas y solo con t\'ermino cte. es similar.
#Aqu\ 't m\'as bien lo que convendr\'ia es comparar los modelos con solo

#constante y con todas las wvartables.

modelcte<-glm(OBSERVAD~1+offset (LOG_POBE) ,poisson)

summary (modelcte)



##t
#it
#i#
##
##
##t
#it
#i#t
#it
##
##
#i#t
#it
#i#
##
##
##t
#it
#i#
#it
##
##

Call:
glm(formula = OBSERVAD ~ 1 + offset(LOG_POBE), family = poisson)

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-5.9146 -0.6276 -0.3429 -0.1431 18.6256

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -9.870152 0.004788 -2061 <2e-16 **x*

Signif. codes: O '#xx' 0.001 '*x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Null deviance: 104732 on 98138 degrees of freedom
Residual deviance: 104732 on 98138 degrees of freedom
(21 observations deleted due to missingness)

AIC: 153711

Number of Fisher Scoring iterations: 6

anova(modelcte,modell, test="Chi")

##
#it
#i#t
#i#t
##
##
##t
#it
#i#
##

Analysis of Deviance Table

Model 1: OBSERVAD ~ 1 + offset(LOG_POBE)
Model 2: OBSERVAD ~ EDAD + SEXO0 + AGRUPADO + GRADO + ANALFABE + GRADO:SEXO +

offset (LOG_POBE)
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
1 98138 104732
2 98121 101335 17 3396.9 < 2.2e-16 *x*x*
Signif. codes: O 'xxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

#El p-valor indica rechazar la hip\'otesis nula de que el modelo con solo

#la constante y el modelo con esta y todas las wartables explicativas

#sean similares. 0 sea vale la pena agregar las variables.

summary (modell)

#i#
##
##
##

Call:
glm(formula = OBSERVAD ~ EDAD + SEXO + AGRUPADO + GRADO + ANALFABE +
GRADO:SEX0 + offset(LOG_POBE), family = poisson)



##t

## Deviance Residuals:

## Min 1Q  Median 3Q Max

## -5.8049 -0.6497 -0.3467 -0.1416 17.4369

#i#

## Coefficients:

#i# Estimate Std. Error =z value Pr(>|z|)

## (Intercept) -10.389789 0.028428 -365.477 < 2e-16 **x*
## EDAD2 0.317232  0.027414  11.572 < 2e-16 **x
## EDAD3 0.229304 0.027182 8.436 < 2e-16 *x*x
## EDAD4 0.288840 0.027165  10.633 < 2e-16 **x*
## EDADS 0.573413 0.026743  21.442 < 2e-16 **x*
## SEX02 -0.205175 0.014705 -13.953 < 2e-16 **x
## AGRUPADO4 0.087490 0.013869 6.309 2.82e-10 **x
## AGRUPADO5 0.161983  0.013779  11.756 < 2e-16 **x*
## AGRUPADO6 0.199101 0.013716  14.517 < 2e-16 *xx
## GRADO2 0.347787 0.019194  18.119 < 2e-16 *xx
## GRADO3 0.542025 0.022090 24.537 < 2e-16 **x*
## GRADO4 0.549323  0.027877  19.705 < 2e-16 *xx*
## GRADOS 0.311650  0.050871 6.126 9.00e-10 **x
## ANALFABE -0.008952 0.001341 -6.678 2.43e-11 x**x
## SEX02:GRADO2 -0.005678 0.027546  -0.206 0.837

## SEX02:GRAD0O3 -0.012978 0.027952 -0.464 0.642

## SEX02:GRAD0O4  0.041565 0.026914 1.544 0.123

## SEX02:GRADO5  0.044534  0.046876 0.950 0.342

## ———

## Signif. codes: O '#*x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## (Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
##

#it Null deviance: 104732 on 98138 degrees of freedom

## Residual deviance: 101335 on 98121 degrees of freedom
## (21 observations deleted due to missingness)

## AIC: 150349

##

## Number of Fisher Scoring iterations: 6

#Vienen los estimadores de los par\'ametros y vemos como ninguno de los
#par\ 'ametros asociados a las interacciones son significativos as\ 't que

#quitamos la interaccs\ 'on del modelo.

#Ajustamos el modelo sin la interacci\ 'on

model2<-glm(0BSERVAD~“EDAD+SEXO+AGRUPADO+GRADO+ANALFABE+offset (LOG_POBE) ,poisson)

summary (model2)



##t

## Call:

## glm(formula = OBSERVAD ~ EDAD + SEXO + AGRUPADO + GRADO + ANALFABE +
#i offset (LOG_POBE), family = poisson)

#i#

## Deviance Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -5.7941 -0.6503 -0.3469 -0.1415 17.4548

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error =z value Pr(>|zl)

## (Intercept) -10.392656  0.028022 -370.876 < 2e-16 ***
## EDAD2 0.317240 0.027414  11.572 < 2e-16 **xx
## EDAD3 0.229307 0.027182 8.436 < 2e-16 **x
## EDAD4 0.288821 0.027165 10.632 < 2e-16 *xx
## EDADS 0.573383 0.026743  21.441 < 2e-16 **x
## SEX02 -0.198586  0.009667 -20.542 < 2e-16 **x
## AGRUPADO4 0.087503 0.013869 6.309 2.80e-10 **x
## AGRUPADO5 0.162004 0.013779  11.757 < 2e-16 *xx
## AGRUPADO6 0.199145 0.013715  14.520 < 2e-16 *xx
## GRADO2 0.345311 0.015082 22.895 < 2e-16 **x
## GRADO3 0.536358 0.018521  28.960 < 2e-16 **x
## GRADO4 0.567418  0.025258  22.465 < 2e-16 **x*
## GRADOS 0.331043 0.046511 7.118 1.10e-12 **x
## ANALFABE -0.008949 0.001341 -6.675 2.47e-11 *x*x
## ———

## Signif. codes: O '#*x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## (Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
##

#it Null deviance: 104732 on 98138 degrees of freedom

## Residual deviance: 101339 on 98125 degrees of freedom
## (21 observations deleted due to missingness)

## AIC: 150345

##

## Number of Fisher Scoring iterations: 6

#Una prueba formal para ver si la interacci\'on es significativa comsiste

#en comparara el modell (con la interacci\'on) con el model 2 (sin la
#interacct\ 'on) a trav\'es de los cocientes de verosimilitud correspondientes,
#esto es a trav\'es de la diferencia de devianza entre uno y otro modelo.

#La hip\ 'otesis nula ser\'ia entonces que el modelo sin interacct)\ 'on

#es similar al modelo con la interacct\'on, en cuyo caso convendr\'ia quitar

#la interacct\ 'on porque no aporta mada al modelo, y entonces lo que queremos es
#no rechazar esta prueba (que el p walor supere a alfa). As\'i que HO la podemos

#pensar como que mo hay efecto de la interacci\'on contra la alternativa de que s\'%i hay efecto.



#En este caso puvalue=0.3687>0.05 as\'i que no rechazamos la hip\'otesis nula
#y no hay efecto de la interaccsi\'on, as\'%i que hay que quitarla. Ver que
#el p valor coincide con el puvalor que daba SPSS para el estad\'istico

#de Wald (0.368)

anova(modell,model2, test="Chi")

## Analysis of Deviance Table
#i

## Model 1: OBSERVAD ~ EDAD + SEXO + AGRUPADO + GRADO + ANALFABE + GRADO:SEX0 +
#i offset (LOG_POBE)

## Model 2: OBSERVAD ~ EDAD + SEXO + AGRUPADO + GRADO + ANALFABE + offset(LOG_POBE)

## Resid. Df Resid. Dev Df Deviance Pr(>Chi)
## 1 98121 101335
## 2 98125 101339 -4 -4.2855 0.3687

#Vemos cu\ 'antos son los niveles de cada variable

levels (EDAD)

## [1] "1v n2n n3n ngn o wpe
levels (SEX0)

## [1] "1v v2n

levels (AGRUPADO)

## [1] "3" "4" "5" 6"
levels (GRADO)

## [1] m"1v n2n n3n ngn nwpe

#Y en el modelo usamos la \ 'ultima categor\'ia (en n\'umero mo en valor) en

#cada caso como referencia por ej en AGRUPADO es la 4

model3<-glm(0BSERVAD relevel (EDAD,5)+relevel (SEX0,2)+relevel (AGRUPADO,4)+
relevel (GRADO,5)+ANALFABE+offset (LOG_POBE) ,poisson)

summary (model3)

#i#

## Call:

## glm(formula = OBSERVAD ~ relevel(EDAD, 5) + relevel(SEX0, 2) +

#i# relevel (AGRUPADO, 4) + relevel(GRADO, 5) + ANALFABE + offset(LOG_POBE),
#i family = poisson)

##



## Deviance Residuals:

## Min 1Q Median 3Q Max

## -5.7941 -0.6503 -0.3469 -0.1415 17.4548

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error =z value Pr(>|z|)

## (Intercept) -9.487671 0.051757 -183.313 < 2e-16 **x*
## relevel (EDAD, 5)1 =0, BrEerSE 0.026743 -21.441 < 2e-16 **x
## relevel (EDAD, 5)2 -0.256143 0.013763 -18.611 < 2e-16 **x*
## relevel (EDAD, 5)3 -0.344076 0.013285 -25.899 < 2e-16 **x
## relevel (EDAD, 5)4 -0.284563 0.013256 -21.467 < 2e-16 **x*
## relevel (SEXO0, 2)1 0.198586 0.009667 20.542 < 2e-16 *x*x*
## relevel (AGRUPADO, 4)3 -0.199145 0.013715 -14.520 < 2e-16 **x
## relevel (AGRUPADO, 4)4 -0.111643 0.013361 -8.356 < 2e-16 *x*
## relevel (AGRUPADO, 4)5 -0.037141 0.013262 -2.801 0.0051 *x
## relevel (GRADO, 5)1 -0.331043 0.046511 =7.118 1.10e-12 ***
## relevel (GRADO, 5)2 0.014268 0.042035 0.339 0.7343

## relevel (GRADO, 5)3 0.205316 0.037546 5.468 4.54e-08 *x*
## relevel (GRADO, 5)4 0.236375 0.031128 7.594 3.11e-14 *xx*
## ANALFABE -0.008949 0.001341 -6.675 2.47e-11 ***
## ——-

## Signif. codes: O '#*x' 0.001 '*xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
#i#

## (Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
#i#

## Null deviance: 104732 on 98138 degrees of freedom
## Residual deviance: 101339 on 98125 degrees of freedom
## (21 observations deleted due to missingness)

## AIC: 150345

#i#t

## Number of Fisher Scoring iterations: 6

#En este caso s\'%i se pueden interpretar los par\'ametros o su ezponencial

exp(coefficients(model3))

#it (Intercept) relevel (EDAD, 5)1 relevel (EDAD, 5)2
## 0.0000757804 0.5636152811 0.7740311294
## relevel (EDAD, 5)3 relevel (EDAD, 5)4 relevel (SEX0, 2)1
## 0.7088748830 0.7523432880 1.2196770079
## relevel (AGRUPADO, 4)3 relevel (AGRUPADO, 4)4 relevel (AGRUPADO, 4)5
#i# 0.8194308208 0.8943637485 0.9635402654
#it relevel (GRADO, 5)1 relevel (GRADO, 5)2 relevel (GRADO, 5)3
#i# 0.7181744119 1.0143699597 1.2279124253
#i# relevel (GRADO, 5)4 ANALFABE

## 1.2666490383 0.9910913188



plot(model3)

Residuals vs Fitted
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Predicted values
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Leverage
gIm(OBSERVAD -~ relevel(EDAD, 5) + relevel(SEXO, 2) + relevel(AGRUPADO, 4)

resestandar<-rstandard(model3)



qgnorm(resestandar,main="QQ-Plot de Residuos", pch=19,
xlab="Cuantiles Teoricos", ylab="Cuantiles Muestrales")

gqline(resestandar)
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ad.test(resestandar)

##

## Anderson-Darling normality test
##

## data: resestandar

## A = 6872.3, p-value < 2.2e-16

Ejercicio 4.6.1. Una compania entrevista a 230 clientes potenciales y registra su edad (categori-
zada),género (0 es hombre, 1 es mujer), estado civil (0 es soltero, 1 es casado) y si su estilo de
vida es activo (1) o no (0) para determinar que tipo de desayuno prefieren entre dos opciones (0

es omelet y 1 es cereal) que se les dan a probar. Los datos se encuentran en el archivo cereal.csv.

s Se decidio introducir en el modelo las variables correspondientes a edad la cual esta catego-

rizada en 4 grupos (1 menores de 31 anos, 2 entre 31 y 45 anos, 3 entre 46 y 60 anos, 4



mayores de 60 anos),estados civil, estilo de vida y género para tratar de explicar que desa-
yuno preferieren. sSon todas las variables significativas? Justifique porque si o porque no y

st alguna no lo fuera eliminela del modelo y vuelva a ajustario.

Para el modelo seleccionado anteriormente haga un andalisis completo del ajuste. Esto quie-
re decir comparar el modelo ajustado con el que sdlo tiene constantes, calcular la devianza
residual y estadistico X? e inferir sobre el ajuste del modelo, calcular el pseudo R?* e inter-
prete, ver si las variables son significativas, interpretar los valores estimados bajo el modelo

y comentar acerca de la clasificacion que se logra a través del mismo.

Para el modelo seleccionado proporcione la probabilidad estimada en cada valor de la variable
respuesta para un sujeto con mds de 60 anos de edad, mujer, soltera e inactiva ;A qué

categoria se le asignaria y por qué?

Ejercicio 4.6.2. La base de de datos fertilidad.csv contien la informacion de 100 voluntarios

que dieron una muestra de semen la cual fue analizada deacuerdo al criterio WHQO 2010. La

concentracion de esperma esta relactonada con aspectos socioeconomicos, estado de salud, estilo de

vida y factores embrionales del donante, la base contiene las siguientes variables:

Estacion del ano en la que se realizo el analisis.

o -1: Invierno

e -(0.33: Primavera
e (.33: Verano

e 1: Otono

Edad en la que se realizo el estudio. (0.5 es 18 anos y 1 es 36 anos, las edades intermedias

se encuentran definidas por los decimales intermediarios)

Enfermedades infantiles como: varisela, polio, sarampion o paperas)

e (: No
o 1:57

Accidente o trauma serio

e (): No
o 1: 57

Intervencion quirirgica

e (: No



o 1: 57
n Fiebre alta en el dltimo ano

e (): No
o 1:57

s Consumo de alcohol

e (.2: Casi nunca o nunca

e (.4: Una vez por semana

e (.6: Varias veces por semana
e (.8: Todos los dias

o 1: Varias veces al dia

Fuma

e -1: Nunca
e (: Ocasinalmente

o 1: Todos los dias

Numero de horas sentado por dia.

Diagnostico

e N: Normal
e O: Alterado

Se decidio introducir en el modelo con las variables 9 correspondientes para tratar de explicar
el diagndstico final. ;Son todas las variables significativas? Justifique porque si o porque no

y st alguna no lo fuera eliminela del modelo y vuelva a ajustarlo.

Para el modelo seleccionado anteriormente haga un analisis completo del ajuste. Esto quie-
re decir comparar el modelo ajustado con el que sdlo tiene constantes, calcular la devianza
residual y estadistico X? e inferir sobre el ajuste del modelo, calcular el pseudo R?* e inter-
prete, ver si las variables son significativas, interpretar los valores estimados bajo el modelo

y comentar acerca de la clasificacion que se logra a través del mismo.

Ejercicio 4.6.3. La base de datos poisson_sim.csv contiene informacion sobre el niumero de pro-
mios ganados por estudiantes de preparatoria, esta es la variable explicativa que se encuentra en

el campo numqwards, las variables explicativas que se proponen son prog que tiene informacion



sobre el tipo de programa al vual se inscribio el estudiante (vocacional, general, académico) y math
que tiene el puntaje de su examen final de matemdticas.

Realice un ajuste con la regresion poisson, para determinar los pardmetros de ajuste, construya
el modelo saturado y utilice el metodo backward para encontrar el mejor ajuste. Interprete los

resultados del ajuste.

Ejercicio 4.6.4. Con la base de datos crab.txt Realice un ajuste con la regresion poisson, para
determinar los pardmetros de ajuste, construya el modelo saturado y utilice el metodo backward
para encontrar el mejor ajuste. Interprete los resultados del ajuste.

La base se construyo a partir del estudio que investigo los factores que afectan si el cangrejo
hembra tenia otros machos, llamados satélites, que residian cerca de ella. Las variables explicativas
que se cree que afectan esto incluyen el color del cangrejo hembra (C), la condicion de la columna
vertebral (S), el peso (Wt) y el ancho del caparazén (W). El resultado de la respuesta para cada

cangrejo hembra es su niumero de satélites (Sa). Hay 173 mugeres en este estudio.

4.7. Otros Enfoques de estimacion

4.7.1. El enfoque bayesiano

Idea: disenar una Teoria Estadistica, basada en una pequena serie de principios basicos, que
nos permita estructurar la solucion a cualquier problema de inferencia.
La via: la Teoria de la Decision

i Para qué una Teoria Estadistica?

s Para darle a la Estadistica una estructura coherente

» Porque con otros enfoques pueden presentarse casos en los que: (i) no hay una solucién

razonable; (ii) se presentan paradojas.

Teorema de Bayes. Dados dos eventos A y B tales que Pr(B) > 0,

Pr(B|A) Pr(A)

Pr(A|B) =
r(A|B) Pr(D)
Si{A;:i=1,2,..., M} es un conjunto exhaustivo de eventos mutuamente excluyentes, entonces
Pr(BJ|A;) Pr(A;
pri ) PrBIA) Pr(4)

- M Pr(BlA)) Pr(4))

= El uso del Teorema de Bayes en pruebas de diagnéstico es bastante comin y no causa

controversias.



= Mucho mas controversial es el uso del Teorema de Bayes en analisis estadisticos generales,
en los que los parametros son
las cantidades desconocidas de interés y por lo tanto se

requiere especificar probabilidades sobre sus valores.

Diferencias

e Inferencia estadistica tradicional: jQué nos dicen los datos X acerca del parametro 67
(Ignora toda evidencia externa)

e Inferencia bayesiana: ;Cémo cambian nuestros juicios originales acerca del valor de la

cantidad desconocida 6 a la luz de los datos X7

(Puede tomar en cuenta cualquier evidencia externa)

En general tenemos:
= Datos, X; y
= Cantidades desconocidas, 6, cuyo valor nos interesa.

Las cantidades desconocidas descritas por # pueden ser: pardmetros del modelo, observaciones

faltantes, mediciones que no podemos observar directamente o con suficiente precision, etc.

Como estadisticos, postulamos un modelo de probabilidad
p(z|0)

Desde el punto de vista bayesiano, ademas,
e 0 debe tener una distribucion de probabilidad, p(0), que refleje nuestra incertidumbre
inicial acerca de su valor.
e X es conocido, asi que debemos condicionar en su valor observado, x.
Por lo tanto, nuestro conocimiento acerca del valor de # queda descrito a través de su distri-

bucion final
p(0|z)



El Teorema de Bayes nos dice como encontrarla:

 p®)plelo)
PO) = 7009 p(al) 0

*

El Teorema de Bayes es la clave del proceso de aprendizaje.

Al hacer inferencias sobre un pardametro 6, generalmente se cuenta con algin tipo de informacién
(juicios, creencias) acerca de su valor, incluso antes de observar los datos.

El precio adicional que hay que pagar es la especificacién de una distribucién de probabilidad
sobre 6 que describa la informaciéon
que se tiene sobre su valor.

Cabe mencionar que los procedimientos clasicos también se basan (implicitamente) en aprecia-

ciones subjetivas (;Por qué un modelo normal?, ;Por qué a = 0.057)

Los cuatro pasos a seguir dentro del enfoque bayesiano:
1. Especificacién de un modelo muestral, p(z|6)
2. Especificacién de una distribucién inicial, p(6)
3. Calculo de la distribucion final, p(f|z), via el Teorema de Bayes

4. Resumen de la informacién contenida en p(f|x) para hacer inferencias sobre las canti-

dades de interés (pardmetros, observaciones futuras, etc.)

El problema de elegir un modelo para describir el proceso que genero los datos es esencialmente
el mismo que desde el punto de vista clasico. El modelo elegido dependera del problema en turno
y del propésito del anélisis.

En ocasiones, la forma en la que se obtuvieron los datos puede sugerir modelos apropiados
como punto de partida (e.g., muestreo binomial, conteos Poisson).

Con frecuencia, el modelo refleja una hipotesis cuya plausibilidad es verificada posteriormente
en el contexto de los datos (e.g., Y y X se relacionan linealmente entre si).

“Todos los modelos son incorrectos, pero algunos modelos son mas ttiles que otros.” (George
E.P. Box)

1. Distribucion inicial Este es un aspecto fundamental del enfoque bayesiano. El analisis es
subjetivo dado que depende del conocimiento que el investigador tiene antes de observar los

datos (y que describe a través de su distribucion inicial). Sin embargo, si la distribucién



inicial es razonable, su efecto sobre las inferencias disminuye conforme se tienen mas datos.
En ocasiones tenemos una idea vaga de la forma que deberia tener la distribucion inicial. Tal
vez incluso somos capaces de asignar valores, por ejemplo, a su media y su varianza, pero no
podemos ser mas precisos. En estos casos es comun usar una distribucién inicial consistente
con nuestra informacion pero cuya forma sea conveniente, e.g. tal que dé lugar a analisis mas

sencillos. (— Familias conjugadas)

En otros casos puede considerarse que no se tiene informacion inicial sobre el valor del
pardmetro (o, por algiin motivo, no es deseable incluir nuestra informacién inicial en el
andlisis).

En estas situaciones nos gustaria poder utilizar una distribucién inicial que refleje nuestra

ignorancia acerca del valor del parametro.

En términos generales siempre es posible encontrar este tipo de distribuciones iniciales no-

informativas.

Sin embargo,excepto en modelos relativamente simples, esta labor es complicada y no esta

exenta de problemas.

Distribucién final En términos de variables aleatorias, el Teorema de Bayes toma la forma

pO)p(sle)
[ p(O)p(e1)dd

p(f]x) =

El denominador, p(z) = [ p(é)p(m|€~)d«§, no depende de 6, por lo que es comun escribir
p(0]z) o< p(0)p(z|0).

En la practica, el calculo de la distribucion final puede ser un asunto complicado, especial-

mente si la dimension del parametro no es pequena.

Sin embargo, para ciertas combinaciones de distribuciones iniciales y verosimilitudes es po-
sible simplificar el analisis. (— Familias

conjugadas)

En otros casos se requieren aproximaciones analiticas y/o técnicas computacionales relativa-
mente sofisticadas. (— {Sesién de

manana!)

Inferencia

El enfoque bayesiano proporciona inferencias mas completas en el sentido de que toda la
informacion disponible sobre el valor de 6 queda representada a través de la distribucion
final.



Es decir, desde el punto de vista bayesiano, el problema de inferencia se reduce a encontrar

p(0]x): la distribucién final es la inferencia.

La tnica receta de la Inferencia Bayesiana. .. ... consiste en encontrar la distri-
bucién condicional de todas aquellas cantidades de interés cuyo valor desconocemos

dado el valor conocido de las variables observadas.

Por supuesto, en la practica generalmente es deseable resumir este tipo de inferencias en la

forma de una estimacién puntual, una estimacién por intervalo, una prueba de hipédtesis, etc.
Robustez

= En Estadistica, independientemente del enfoque que se utilice, es importante entender hasta

qué punto el modelo usado es robusto antes posibles violaciones a los supuestos.

= Lo anterior también es cierto dentro del enfoque bayesiano en lo que se refiere a la especifi-

cacion de la distribucion inicial.

= En ocasiones el modelo es tal que las inferencias no se modifican sustancialmente ante cambios
moderados en la distribucién final. Esto ocurre, por ejemplo, cuando el tamano de la muestra

es suficientemente grande.

= En otros casos, sin embargo, puede ocurrir que incluso cambios aparentemente insignificantes

en la distribucién inicial produzcan inferencias completamente distintas.

Algunos autores sugieren que, en la préactica, es conveniente comparar los resultados de los

analisis derivados de por lo menos tres distribuciones iniciales distintas:
= Una distribucién inicial no-informativa

» Una distribucion inicial (tentativa) que refleje los aspectos més importantes nuestra infor-

macion inicial
» Una distribucién inicial (tal vez artificialmente) mas informativa

La idea es que, si las inferencias no son muy distintas en cada uno de estos casos, el andlisis
(dados los datos observados) sera relativamente robusto en lo que se refiere a la eleccion de la distri-
bucién inicial. No serd necesario entonces preocuparse demasiado por especificar una distribucion
inicial con mucha precisién.

En caso contrario, es importante hacer el esfuerzo necesario para especificar una distribucion
que refleje genuinamente nuestra informacién inicial.

Un ejemplo simple de inferencia bayesiana (distribucion Binomial)



Datos: x éxitos en n ensayos independientes, cada uno con probabilidad de éxito 6.

Por ejemplo, 6 puede representar la tasa de respuesta ante cierta dosis de una sustancia téxica,

y x el nimero de individuos, de un total de n expuestos, que presentan efectos adversos.

Funcion de verosimilitud:

n
T

p(z|0) = Bin(x|6;n) = ( )090(1 — )" 6°(1 — B)"

Distribucién inicial:

p(0) = Beta(f|a,b) = ————+

Distribucion final:

p(Blz) o< p(8) p(x|f)
e eerafl(l_e)nf:rerfl

x Beta(f|z+a,n—x+0)

Notemos que tanto la distribucion inicial como la final son Beta.

En este caso se dice que la familia de distribuciones Beta es
conjugada para el modelo Binomial.

Supongamos que, dada la informacién inicial disponible, se determina que E(0) = 0.40 y que
Pr(f# > 0.54) = 0.10 Esto implica que a =9.2 y b = 13.8

Interpretacién: esta informacién inicial es equivalente a la de una muestra de tamano a+b = 23

en la que se obtuvieron a = 9.2 éxitos.

Para la distribucién Beta(a, b) se sabe que la media esta dada por m = a/(a + b) y la varianza
por s> =m(1l—m)/(a+b+1)

Entonces, a priori, la media de € es m = 0.40 y la desviacién estandar es s = 0.1

Supongamos ahora que, al realizar un experimento con n = 20 individuos expuestos, observamos

x = 15 individuos afectados.

Desglose de la informacion | Inicial Datos | Final
Exitos 9.2 15| 24.2

Fracasos 13.8 ) 18.8

Total 23 20 43

La media y la desviacién estandar de la distribucion final de 6 estdn dadas por E(f|z) = 0.563

y sd(0]z) = 0.075, respectivamente.



Notemos que Pr(6 > 0.54|z) = 0.62

Andlisis bayesiano del modelo binomial
(inicial informativa)

Densidad

Caso no informativo
Supongamos que no se tiene o no se desea utilizar la informacion inicial.

Esto se puede especificar a través de una distribucién inicial

uniforme, lo que implica que a = b = 1.

En este caso, con x = 15 individuos afectados de un total de n = 20 individuos expuestos,

tenemos:

Desglose de la informacion | Inicial Datos | Final
Exitos 1 15 16

Fracasos 1 5 6

Total 2 20 22

La media y la desviacién estandar de la distribucién final de 6 estén dadas por E(6|z) = 0.727
y sd(0|x) = 0.093, respectivamente.

Por otro lado, la moda de la distribucion final es igual a 0.75, valor que coincide con el estimador

de mazxima verosimilitud para 6 en este caso.
Cabe hacer notar que en este caso Pr(6 > 0.54|x) = 0.97

Supongamos ahora que estamos interesados en probar la hipdtesis Hy : 6 < 0.40. Entonces, la
probabilidad Pr(f < 0.40|x) = 0.0008 puede usarse para determinar que los datos no apoyan esta

hipétesis nula.



Andlisis bayesiano del modelo binomial
(inicial no-informativa)

==~ Inicial
| -~ Verosimilitud
— Final

Densidad

Prediccién

Hasta el momento sélo hemos discutido el problema de hacer inferencias acerca del valor des-
conocido de un parametro.

En muchas situaciones, sin embargo, el propdsito de formular un modelo estadistico es hacer
predicciones sobre el valor de una o
mas observaciones futuras.

Este problema se resuelve de manera mas elegante desde el punto de vista bayesiano que desde
el punto de vista clasico.

Al hacer inferencias predictivas sobre el valor de una observacion futura con base en un modelo,

deben tomarse en cuenta dos fuentes de incertidumbre:

» Incertidumbre sobre el valor del pardmetro (sobre el cual se pueden hacer inferencias con

base en la distribucién final).

» Incertidumbre por el hecho de que cualquier observacién futura es aleatoria en si misma (aun
si conociéramos el verdadero valor del parametro, no podriamos predecir con certeza el valor

de una observacién futura).

Dentro del enfoque clésico de la Estadistica, es comtn ajustar el modelo con base en los datos
(obteniendo un estimador puntual 6),
y entonces hacer predicciones con base en el modelo p(a:|é) como si éste fuera el modelo verdadero.

De esta manera, se ignora completamente la primera fuente de incertidumbre, lo que produce
predicciones que aparentan ser mas precisas de lo que realmente son.

En contraste, el enfoque bayesiano toma en cuenta las dos fuentes de incertidumbre de manera
natural.

Distribucion predictiva



Supongamos que tenemos una muestra observada & = (z1,...,2,)
de p(x|0) y que se desea hacer inferencias acerca del valor futuro de Y = X, ;.
Dada una distribucién inicial p(f), el Teorema de Bayes produce la distribucién final p(0|x).
Siguiendo la “unica receta de la inferencia bayesiana”, debemos entonces encontrar la distri-
bucién condicional de Y dado el valor observado de «.

Dicha distribucién esta dada por

plylz) = / p(y16, 2)p(6]) b

- / p(y16)p(6]) db
— By [p(ul9)]

y se conoce como la distribucion predictiva (final).

Continuacion del ejemplo (distribucion Binomial)

Supongamos que estamos considerando detener el estudio si por lo menos 25 de 40 nuevos
individuos tratados presentan efectos adversos. Con base en la informacién disponible, ; Cudl es la
probabilidad de que detengamos el estudio?

Estamos considerando observar n* ensayos adicionales y nos interesa predecir el nimero de
‘éxitos’, X*, en esos n* ensayos.

La distribucién predictiva (final) es Binomial-Beta:

CU*

I'z+a)l(n—z+bI'(n*+n+a+0b)

Esta distribucién tiene media E(X*|x) = 22.5 y desviacién estandar sd(X*|z) = 4.3. Ademas, es
tal que Pr(X* > 25|x) = 0.33.
Recapitulando...

Modelo de probabilidad p(z | 8), 60e©

Informacién inicial p(6)

Muestra € = (1, %2, .-, Ty )

Distribucién final p( 6 | x)

Inferencias a posteriori

Prueba de Hip6tesis [l Prediccion p(x,+1 | )

Puntual Puntual




A manera de conclusion... Los siguientes tres aspectos fundamentales caracterizan al enfoque
bayesiano:

Informacién inicial: cada problema es unico y tiene su propio contexto, del cual se deriva la

informacién inicial sobre el pardmetro (o cualquier otra caracteristica) de interés.

Probabilidad subjetiva: se reconoce explicitamente que toda asignacion de probabilidades es

subjetiva (i.e., dependen del estado de informacién del individuo que las asigna). No pretende ser
un enfoque “objetivo”.

Coherencia interna: al considerar a 6 como aleatorio, los métodos bayesianos de inferencia se

desarrollan de manera natural a partir de la teoria de la probabilidad y por lo tanto no presentan

contradicciones internas.
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